20 Fraktale Gebilde

Bei der Betrachtung der Kiistenlinie einer Insel stésst man auf folgendes Problem:
Je genauer man sie zeichnet, desto linger wird sie. Entsprechende Probleme ergeben
sich bei der Darstellung der Oberfliche einer Wolke oder eines Schwammes. Eine
mathematische Idealisierung fiihrt auf so genannte fraktale Gebilde.

Quadrat-Fraktal

Kennzeichnend fiir fraktale Gebilde sind der rekursive Aufbau und zwei Eigenschaften,
die in engem Zusammenhang stehen:

1. Selbstdhnlichkeit, d.h. in jedem Teil finden wir die Form des Ganzen wieder.

Diese Selbstéhnlichkeit kann, muss aber nicht im strengen Sinn der geometrischen
Ahnlichkeit aufgefasst werden. Eine Teilfigur kann auch die gleiche Struktur oder
die gleiche Funktion wie das Ganze haben.

2. Glatte Begrenzungen treten nicht auf.




20 Fraktale Gebilde

1

Beispiel fiir eine Selbstihnlichkeit im strengen Sinne:

K besteht aus 4 gleich langen Strecken; der Winkel zwischen 2 benachbarten Strecken
betrdgt 60° oder 120°. Ersetzt man in K 1 jede Strecke durch einen zu K; #hnlichen
Streckenzug, so erhilt man K5. Ersetzt man in K, Jjede Strecke durch einen zu K- 1
dhnlichen Streckenzug, so erhilt man Ky 1. Die Grenzkurve K hat keine Lénge. K
heisst kochsche Kurve!. Das rekursive Aufbauprinzip fiihrt zur Selbstihnlichkeit.

/N
46l

Der schwedische Mathematiker Helge von Koch publizierte diese Kurve 1906.




20 Fraktale Gebilde

a) Aus wie vielen Strecken besteht Ko7

b) Die Kurve K; habe die Linge 12 cm. Welches ist das kleinste n, fiir das die Lénge der
Kurve K, erstmals grosser als die Entfernung der Sonne von der Erde (150 Millionen
Kilometer) wird?

c) Wiéhle in Gedanken zwei benachbarte Ecken in der Figur Kjpp aus. Wie lang ist der
Weg zwischen ihnen auf der Grenzkurve?

d) K; hat 5 Ecken, K, deren 17. Wie viele Ecken von K1y sind auch Punkte der
Grenzkurve?

Die kochsche Insel ist eine Spielart der kochschen Kurve.
C
B

Der Flicheninhalt des Dreiecks ABC' betrégt 1. Berechne den Flicheninhalt der ganzen
Insel.

11




20 Fraktale Gebilde

Das gleichseitige Dreieck AC'E mit dem Flicheninhalt 1 wird durch drei Ecken B, D, F
so erganzt, dass ein regelmiissiges Sechseck entsteht. Analog zur vorangehenden Aufgabe
werden an jede Seite der Figur kleine gleichseitige Dreiecke, allerdings nach innen, so
angesetzt, dass die neue Figur von lauter gleich langen Strecken begrenzt ist.

Wiederholt man diesen Prozess beliebig oft, so erhilt man liberraschenderweise die glei-

che Grenzkurve wie in Nr. 2.
E

B

a) Zeige, dass der Flicheninhalt des von der Grenzkurve umschlossenen Gebietes der
gleiche ist wie derjenige in Nr. 2.
b) Zeige, dass die beiden Grenzkurven von Nr. 2 und Nr. 3 identisch sind.




20 Fraktale Gebilde

Die Kurve K; sei 9cm lang. K, ; entsteht aus K, indem man jede Strecke von K,
durch einen zu K; #hnlichen Streckenzug ersetzt.
a) Wie lang sind Ky, K5 und Kog?

b) Welches ist das kleinste n, fiir das die Kurve erstmals linger als der Aquator
(40000 km) wird?

C D

K1

Ka

13




20 Fraktale Gebilde

5 Je vier Streckenziige von Nr. 4 bilden das Gebiet Gy, Fiir unbeschrinkt wachsendes n
entsteht im Grenzfall das Gebiet G.

Gy G

4
Der Flécheninhalt von G; betrigt 1+ 3"

Berechne den Flicheninhalt von G,, und von G.

Peano!-Kurven sind flichendeckende Kurven, d.h., jeder Punkt des gegebenen Qua-
drates wird von der Grenzkurve erreicht.

A

Py fithrt von A nach B. P,, entsteht dadurch, dass man jede Strecke von P, durch
einen zu ganz Py dhnlichen Streckenzug ersetzt.

a) Berechne die Linge von P,, wenn die Strecke AB 1cm lang ist.

b) Fiir welches n {ibersteigt die Linge von P, erstmals 1000 km?

- Giuseppe Peano (1858-1932), italienischer Mathematiker.




20 Fraktale Gebilde

Zur Dimension eines Fraktals

Die Dimension einer Strecke ist 1, die Dimension einer Fliche ist 2, die Dimension
eines Korpers ist 3. Bei einer zentrischen Streckung mit dem Faktor & (k > 0)

— werden Lingen mit dem Faktor k£ multipliziert,

— werden Flicheninhalte mit dem Faktor k? multipliziert,

— werden Volumina mit dem Faktor k* multipliziert,

— wird das Mass eines Objekts der Dimension d mit dem Faktor k? multipliziert.
(Allgemeine Formulierung)

Beispiel 1:

Beim Ubergang von der Parkettierung der Ebene mit grossen Quadraten ABCD zur
Parkettierung mit kleinen Quadraten FFGH wird einerseits die Seitenlinge jedes
Quadrates durch 3 dividiert, andererseits wird jedes Quadrat durch 9 Quadrate er-
setzt. Ist M das Mass (der Flacheninhalt) fiir ein kleines Quadrat, so ist 9 M das
Mass fiir ein grosses Quadrat. Es gilt: M -3¢ = 9- M = 3% = 9 = die Dimension d
der Ebene ist gleich 2.

15
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20 Fraktale Gebilde

Beispiel 2: Zur kochschen Kurve (siehe Nr. 1).

Beim Ubergang von der Strecke AB zum Streckenzug ACDEB wird einerseits je-
de Streckenldnge durch 3 dividiert, andererseits wird jede Strecke durch 4 Strecken
ersetzt. Ist M das Mass (die Lénge) fiir die Strecke AC, so ist 4 M das Mass fiir
den Streckenzug ACDEB. Es gilt: M -3¢ = 4- M = 3% = 4 = die Dimension der
kochschen Kurve ist gleich d = log(4) : log(3) = 1.26; diese Zahl ist irrational.

D

A L B

Die Dimension eines fraktalen Gebildes berechnet man somit nach folgender
Uberlegung: Beim Ubergang von der n-ten zur (n + 1)-ten Figur wird einerseits jede
Streckenlénge durch p dividiert, andererseits wird jede Strecke (jedes Flichenstiick,
jeder Teilkorper) der n-ten Figur durch ¢ Strecken (Flichenstiicke, Teilkérper) der
(n + 1)-ten Figur ersetzt. Die Dimension d des fraktalen Gebildes erfiillt die Glei-
chung p? = ¢. Somit ist d = log(g) : log(p). Die Dimension d ist nicht unbedingt eine
natiirliche Zahl. Daher kommt der Name fraktales Gebilde.

Berechne die Dimension des fraktalen Gebildes in a) Nr.4 b) Nr. 6.




20 Fraktale Gebilde

Setzt man an alle Ecken des Quadrates (Qg, dessen Seitenlédnge 1 ist, ein Quadrat mit
der Seitenlinge 0.5 an, so bilden die neuen Quadrate die Figur @);. Setzt man an alle
freien Ecken von @ ein Quadrat mit der Seitenlinge 0.5 an, so bilden wiederum die
neuen Quadrate die Figur Q2. Dieser Prozess werde in Gedanken beliebig fortgesetzt.
Die Grenzfliche (Grenzkurve?) sei @.

Entstehung dieses Quadrat-Fraktals:

Qo und Q;

Qo und Q1 und Q2

Qo und Q1 und Q, und Q3

a) Berechne den Flicheninhalt aller Quadrate von Q.
b) Berechne den Flacheninhalt aller Quadrate.
c) Berechne die Dimension der Grenzfliche ().

17




20 Fraktale Gebilde

Zu 9, 10: Die beiden Aufgaben haben den Teppich von Sierpinski® zum Thema.
Der Flicheninhalt des gegebenen Quadrates betrigt 1, das Neunfache
des néchstfolgenden Quadrates. Die eingezeichneten Quadrate werden
als Rander von Léchern im Teppich interpretiert.

F, ist die Fliche des Teppichs o
a) Berechne Fy, F, und F,.

b) Berechne den Flicheninhalt der Grenzfliche F.
c) Berechne die Dimension der Grenzfléche F.

T, T

Auf das quadratische Loch des Teppichs T} (siehe Nr. 9) wird ein Wiirfel aufgesetzt. Die
neue Fliche besteht aus 13 kongruenten Quadraten; sie werde F; genannt. Jedem dieser
13 Quadrate wird auf gleiche Weise wieder ein Wiirfel aufgesetzt; so erhélt man F,. F ist
die Grenzfliche, welche bei unbeschrinkter Fortsetzung dieses Prozesses entsteht. Sy, ist
der Flicheninhalt von F),, V,, das Volumen des zu F,, gehérenden Korpers.

1 Sierpinski (1882-1969), polnischer Mathematiker.

18




11

20 Fraktale Gebilde

a) Zeichne F;.

b) Berechne Si, Sz und S,.

c) Berechne Vi, V, und das Volumen V' des Grenzkorpers.
d) Berechne die Dimension von F'.

Der Menger-Schwamm

51 52

In Gedanken zerlegt man einen Wiirfel mit der Kantenléinge 1 m in 27 kongruente Wiirfel
und entfernt anschliessend diejenigen der kleineren Wiirfel, welche in den Flichenmitten
des grossen Wiirfels liegen, sowie den im Zentrum liegenden Wiirfel. Der entstandene
Korper Ss hat somit das Volumen von 20 der kleineren Wiirfel. Setzt man diesen Prozess
beliebig fort, entsteht im Grenzfall der Menger-Schwamm.

V,, ist das Volumen von S,,.

a) Berechne Vi, V3 und V.

b) Gesucht ist das kleinste n, fiir welches V;, kleiner als 1 mm? ist.

c¢) Berechne die Dimension des Menger-Schwammes.
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25.1 Einfithrung

25 Komplexe Folgen

In den Aufgabentexten wird nicht immer unterschieden zwischen einer Zahl und dem
entsprechenden Punkt in der Zahlenebene.

25.1 Einfuhrung

Die graphische Darstellung einer Zahlenfolge n — z, (n € N, z, € C) stellt in der
Zahlenebene eine Punktfolge dar.

Beispiele:
z
N % Z10 Z4
z Z
z5 Z8 4 73 23
.
4| g 7y 73 - ;2 2
1 5
Zg
Z6 Zg Zp = 7
2 Zir Z3 Z] = Zg

(1) (1 (I

(I) Die Punktfolge konvergiert gegen den Grenzpunkt g.
Im Spezialfall z; = z; = z3 = - - = g heisst g Fizpunkt.
(II)  Die Punktfolge divergiert gegen co.
(IIT)  Die Punktfolge ist ein Zyklus mit 5 periodischen Punkten.
(IV)  Die Punktfolge strebt gegen einen Zyklus mit 3 periodischen Punkten.

i B Berechne die verlangten Zahlen, zeichne die Punkte und beschreibe
das Verhalten der Punktfolge.

I FPiarn=1,2345.0

1 12 12
a) z1 = i, Zn+1:zn+1+§i b)zn:_6+6i+?{—gi
2 Firn=1,2,3,4,56,78
2
a) Zn:1+(0.9(3i8200)n b) zx= (1+‘) i
mn
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25 Komplexe Folgen

Geometrische Folge mit dem Anfangsglied z; = 1 und dem Quotienten g fir n =
1,2,3,...,12.

a) g=1+1i b) g = cis 60° c) g= =~ — =i

Ziu4,5; Geometrische Folge (z,,) und zugehérige geometrische Reihe (84):

Berechne den Quotienten ¢ der geometrischen Folge und das n-te
Glied z,. -
Berechne die Teilsumme s, = > zr und den Grenzwert s —

lim s,,. k=1
n—oo

Berechne von den Folgen (z,) und (s,) die Glieder fiir n =
1,2,...,6, zeichne die Punkte und beschreibe das Verhalten der
Punktfolgen.
21 = 8 i,
22:4i, 82:5-‘1—41
Ein aus unendlich vielen Strecken bestehender Streckenzug besitzt den “Endpunkt”
E(—3+ 64/31). Dabei gilt: Die 1. Strecke beginnt im Nullpunkt und hat die Linge 13k
und den Richtungswinkel (= Winkel mit der positiven reellen Achse) a. Die 2. Strecke

hat die Lange 13k? und den Richtungswinkel 2a.. Die n-te Strecke hat die Lange 13k
und den Richtungswinkel no. Berechne k und a.

lteration einer Funktion f : z — f(z)

i i f i
Tt U e e s D SRt el s Ly

Die Menge {z1, 22, 23, . . .} bezeichnet man als Bahn des Punkts z1.

Zu 7-11: Berechne 23, 25 und z,.
f(z) =2z4+1+3i a) z1=0
f(z) =(1+2i)z a) z1 =1

flz)=22+1 w5 =1

flz)=(1+1i)z+2i

34z

fla) = 12
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25.2 Iteration der Funktion 2 — 22 + ¢

= 25.2 lteration der Funktion 2 — 22 + ¢

Gegeben ist der Parameter ¢ € C der Funktion z — z? + ¢. Fiir jeden Punkt z; € C
betrachten wir die durch Iteration entstehende Zahlenfolge (z,) mit dem Anfangs-
glied z;.

e

Charakterisierung der Punkte =z,

21 heisst Fizpunkt, wenn zo = z; gilt. Dann folgt fiir alle n € N: z, = 2;.
z1 heisst periodischer Punkt, wenn es eine kleinste natiirliche Zahl n > 1 gibt, fiir die ‘
Zn+1 = 21 gilt. Die Menge {21, 22, ..., 2n} heisst Zyklus mit der Linge n.
21 heisst Vorfizpunkt, wenn es eine kleinste natiirliche Zahl m > 1 gibt, sodass z,, ein |
Fixpunkt ist. ‘

z1 heisst vorperiodischer Punkt, wenn es eine kleinste natiirliche Zahl m > 1 gibt,
sodass z,, periodischer Punkt ist.

21 heisst asymptotischer Fizpunkt, wenn die Folge (z,) gegen einen Fixpunkt g strebt.

z1 heisst asymptotisch periodischer Punkt, wenn die Folge (z,) gegen einen Zyklus
, {p1,p2,...,pn} strebt. Das heisst, es existieren n verschiedene Teilfolgen:

21y “n41; 22n+11---““>p17 22, Zn+2, 22n+21'--_>p2: ey Zn322n133n:---_>pn i
3 21 heisst Divergenzpunkt, falls die Folge (2, ) gegen co divergiert.

z1 heisst aperiodischer Punkt, wenn er keine der oben genannten Eigenschaften auf-
weist.

Anziehung und Abstossung'

Bin Fizpunkt z heisst anziehend, wenn alle Folgen mit hinreichend nahe bei z liegen-

den Startpunkten z; gegen z als Grenzpunkt streben. Ein Fixpunkt z heisst abstos-

send, wenn es beliebig nahe bei z beginnende Folgen gibt, die nicht gegen z streben.

Anziehende periodische Punkte und abstossende periodische Punkte werden analog

definiert.

Fiir jedes feste ¢ € C gilt?: Es existiert hochstens ein anziehender Fixpunkt oder

anziehender Zyklus. ‘

1 In den Nummern 43c, 44c, 45¢c und 46¢ wird auf die schwierige Situation mit “indifferenten” (neu-

tralen) Fixpunkten hingewiesen.

2 Ohne Beweis.
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25 Komplexe Folgen

Zerlegung der Zahlenebene

D. Divergenzbereich = Menge aller Divergenzpunkte

Fir jedes c € C gilt: Das Aussere des Kreises |2| = max(|e|,2) ist Teilmenge
von D.. (Vgl. Nr. 12)

E. Einzugsbereich = Menge, die aus dem anziehenden Fixpunkt und den
zugehdrigen asymptotischen Fixpunkten oder dem
anziehenden Zyklus und den zugehdrigen asympto-
tisch periodischen Punkten besteht.

Fiir jedes feste ¢ € C gilt!: Existiert ein anziehender Zyklus, so liegt der
Punkt 0 (der so genannte “kritische Punkt”) in E.,.
Je  Juliamenge?® = C\ (D.UE,) = “Randmenge” zwischen D, und /T

Jo besteht aus allen abstossenden periodischen Punkten, den zugehérigen
vorperiodischen Punkten und allen aperiodischen Punkten. Fiir jedes c € C
bildet die Funktion z — 22 + ¢ und die Juliamenge J. ein dynamisches
System mit chaotischen Eigenschaften. (Vgl. Nr. 23-28)

Die Mengen D, E, und J, sind (ausser fiir ¢ = 0 oder ¢ = —2) Fraktale.

Beweise: Falls [21] > |c| und |z;] > 2 gilt, ist 2 fiir die Iteration z —s 22 + ¢ ein
Divergenzpunkt.
Hinweis: Beniitze die Dreiecksungleichung la + b > |a| — |b|.

a) Naherungsweises Zeichnen des Einzugs-
bereichs E_ 5.¢.5;. Firbe ein Quadrit- iy
chen schwarz, wenn fiir seinen Mittel- = Lo EAAg-08 | i 08 22 e
punkt z; gilt: In der durch die Tteration ‘ =
der Funktion 2z — 22 — 0.5 + 0.51 ent- 2
stehenden Folge (z,) mit dem Anfangs-
glied z; liegt das 10. Glied 21y innerhalb

des Kreises |z| = 2.

Bemerkung: Die Zeichnungen dieses i)
Kapitels wurden mit einem Computer g—
auf einem wesentlich feineren Quadrat- BT
raster und der Verwendung des 100. ;4

(statt des 10.) Glieds hergestellt. -2i A T+ u

T T T T T T T T T
-2 -1.6 -1.2-0.8 -0.4 04 08 12 16 2

Beweise: Der Einzugsbereich ist punkt-
symmetrisch.

L Ohne Beweis.

Gaston Julia (1893-1978), franzésischer Mathematiker-.
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15

16

17

18

19

20

21

22

925.2 Tteration der Funktion z — 2% + ¢

Iteration der Funktion z — 22

In den zu dieser Funktion gehérenden Nummern 14 bis 28 wird die Funktionsgleichung
jeweils nicht speziell erwéhnt.

Charakterisiere den Punkt z;.

a) z3 =1 ) = =1 e) 2 =10 d) z; = cis40°
1
e) 2125 f) 21:2

Charakterisiere den Punkt z;.
a) zi =cig45°® b) z =cis120° c) zp =cisl44® d) z =
) 2 =141 f) 2z =cisv2'

Beschreibe die Mengen Ey, Dy und Jp.

Charakterisiere die in der Umgebung des Fixpunkts 0 liegenden Punkte z; und entschei-

de, ob er anziehend oder abstossend ist.
a) z1 =0.1 b) z; =-0.1 g) -z =0.1i d) z; =—0.1i

Ebenso fiir den Fixpunkt 1.
a) z =0.9 b) z =1.1 c) z1=1401i d) z =cisl®

Berechne zum Fixpunkt 1 den Vorfixpunkt z;, fiir den gilt:
a) 21Fz=1 b)znFz#tzn=1 c)nFFnFfunFfu=1

a) Berechne den Zyklus {p1,p2} mit der Linge 2.
b) Berechne zu jedem in a) gefundenen periodischen Punkt p die vorperiodischen Punkte
z1 # p, fiir die gilt: z; # 22 = p.

Berechne die Zyklen mit der Linge a) 3 b) 4 ¢) 5

Charakterisiere die in der Umgebung des periodischen Punkts cis 120° liegenden Punkte
z; und entscheide, ob z; anziehend oder abstossend ist.
a) z; =0.9cis120° b) z; =1.1cis120° c¢) 2z = cis123.25°
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25 Komplexe Folgen

Deterministisches Chaos auf der Juliamenge J,

Wir ordnen dem Einheitskreis das Einheitsintervall J — [0, 1] zu.

I 4
z = cis(z - 360°) — z € I, also beispielsweise cis 180° —s 5 cis288° — —. Fiir die

Zahlen x des Intervalls I ist die Schreibweise im Zweiersystem besonders giinstig, da
der Winkelverdoppelung auf dem Einheitskreis die folgende Regel entspricht: Schiebe
den Dualpunkt (analog Dezimalpunkt) um eine Stelle nach rechts und schreibe vor
dem Punkt immer eine Null.

Transitivitat: (vgl. Nrn. 24 und 25) Von jedem (beliebig kleinen) Intervall werden
die Punkte im Laufe der Iteration beliebig fein iiber das ganze Intervall I verstreut.
Es gilt: Zu einem beliebigen Startintervall [ 1 C I und einem beliebigen Zielintervall
Iy C I kénnen immer Startwerte z1 € I; gefunden werden, die im Laufe der Iteration
(mindestens) einmal ins Intervall I, fallen.

Sensitivitat: (vgl. Nrn. 26 und 27) Eine beliebig kleine Abweichung bei den Anfangs-
werten kann im Laufe der Iteration zu beliebig stark verschiedenen Werten innerhalb
des Intervalls [ fiihren. Es gilt: Zu einem gegebenen Anfangswert ldsst sich in beliebi-

ger Nihe immer ein anderer Punkt so finden, dass im Laufe der Iteration die Distanz

1
(mindestens) einmal = betrigt.

Periodizitit: (vgl. Nr. 28) Jedes (beliebig kleine) Intervall enthalt periodische Punkte.

Zu 23-28:

Wir zerlegen I in die acht Teilintervalle 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111

10.000... | 0.001.. . | 0.010. .. | 0.011... \ 0.100. . . 1 0.101. .. \ 0.110... | 0.111. .. [

Gib die Glieder x5, z3 und T4 Im Zweier- und im Zehnersystem an.
a) z; = 0.011 (2) b) z; = 0.1011 (2) c) =1 = 0.0100111 (2)
d) z; = 0.010 (2) e) x1 = 0.10110 (2) f) @1 =0.0110 (2)

Gib fiir jedes der acht Teilintervalle 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111 die Nummer
des ersten Glieds der Folge an, das in dieses Teilintervall fillt.

a) w1 =0.10111 (2) b) 1 =0.010100111 (2) «¢) z; = 0.T001 (2)

d) z; = 0.0100111 (2) e) 21 =0.0100011011000001010011 100 ...

Gib einen im Intervall I liegenden Startwert z; an, sodass das n-te Glied der Folge im
Intervall I, liegt.
a) Iy : 111, 1,:101, n=3 b) 1;:010, I,:111, n=4
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26

27

28

29

30

31

25.2 Iteration der Funktion z — 22 + ¢

Unter der Distanz von = und y verstehen wir |z — y|. Gib die Distanz von z; und 3,
von zg und yz, von x3 und y3, von x4 und gy an.
a) r1 = 0.1010 (2), wy; =0.1011 (2) b) z; =0.01 (2), y; =0.110 (2)

Gib zur Zahl z; = 0.11010 (2) eine im Intervall 110 liegende Zahl y; an, sodass die
1
Distanz 2 betrigt

a) von x4 und yy. b) von x5 und ys.

Gib einen im Intervall I; liegenden periodischen Punkt z; mit der Periodenlinge n an.
a) I1:001; n=38 b)L:001; n=4 ¢) L:101, n==6

Iteration der Funktion z — 22 — 0.15 4+ 0.421

In den zu dieser Funktion gehérenden Nummern 29 bis 31 wird die Funktionsgleichung
jeweils nicht speziell erwédhnt.

~15-10-05 0 05 1 ~1.0-05 0 05 1 ~10-05 0 05 1 15
Jlll\l\\lllll\\l\\\Il-l|||\\1I|:I|\\Il\\\llll\ll\\\llllll\\
1.0i - 1.0i
05i - 05i
0- 0
—0.5i - —0.5i
~1.0] & ~1.0i
~15-1.0-05 0 05 1 ~10-05 0 05 1 ~1.0-05 0 05 1 15
E_o.15+0.42i J_0.1540.42i D_o.1540.42i

a) Berechne die Fixpunkte z;.
b) Sind die in a) gefundenen Fixpunkte anziehend oder abstossend? Untersuche dazu die
Punkte 2* = 21 4+0.001, z** = 2;—0.001, z*** = 2;+0.0011 und 2**** = z; —0.001 1.

a) Berechne den Zyklus der Linge 2.
b) Sind die in a) gefundenen periodischen Punkte anziehend oder abstossend?

Entscheide, ob die Folge mit dem Anfangspunkt z; gegen einen Grenzpunkt strebt. Gib
gegebenenfalls die Nummer des ersten Glieds der Folge an, dessen Real- und dessen
Imagindrteil auf drei Ziffern nach dem Dezimalpunkt gerundet mit dem anziehenden
Fixpunkt iibereinstimmen.

a) z1 =0 b) z; = 0.5 c) z1 =1 d) z1 =141
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32

33

25 Komplexe Folgen

lteration der Funktion z — 22 — 0.96

In den zu dieser Funktion gehérenden

jeweils nicht speziell erw#hnt.

1.0i

—-0.5 0

E_p.96

Charakterisiere den Punkt z;.

a)

Die Zahlentabellen enthalten alle Zyklen der Linge 1, 2, 3 und 4.

21:0

b) 21 = 0.5

c) z1 =15+0.11

d) leéi

Nummern 32 bis 37 wird die Funktionsgleichung

+ - 1.0i

Zn

Zn

1.6

—0.6

Zn

. ]

—1.4024 + 0.1206 i

1.6

—0.6

0.9923 — 0.33821

Zn

Zn

—1.4024 — 0.1206 i

—1.5427 — 0.04221

0.9923 + 0.3382i

1.4180 + 0.1303 i

—0.0898 + 0.67121i

1.0338 + 0.3694 i

—0.0898 — 0.67121

—1.4024 4 0.12061i

Zn

Zn

—1.5427 + 0.04221

—1.1073 — 0.20111

1.4180 — 0.13031i

0.2258 + 0.4453 i

1.0338 — 0.3694 i

—1.1073 — 0.20111

—1.4024 — 0.1206

—0.0276 — 0.76381i

—0.0276 — 0.7638 i

0.2258 — 0.4453 i

—1.5427 — 0.04221

—1.5427 4+ 0.04221

—1.1073 — 0.20111i

Fiir wie viele Zahlen z; gilt die Bedingung?

&) 21 = 29
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b) Z1 = 23

C) 21 = 24

d) 21 = 25




34

35

36

37

38

39

40

25.2 Tteration der Funktion z — 2+

Wie viele Zyklen gibt es mit der Linge
a) 17 b) 27 c) 37 d) 47 e) 57

p1 = —1.5154975 + 0.0357296 1 ist ein periodischer Punkt. Wie lang ist der zugehdrige
Zyklus, und welches sind die iibrigen periodischen Punkte (Normalform, 4 Ziffern nach
dem Dezimalpunkt) dieses Zyklus?

Wie vielen verschiedenen Zyklen gehoren die vier periodischen Punkte an?
p1 = 0.0492 + 0.70811, g1 = —1.5825 — 0.013611,
7 = —1.4590 4 0.0696 1, s; = —1.5825 + 0.01361

Gib vom anziehenden Zyklus die Linge und die periodischen Punkte an.

Iteration der Funktion z — 22 — 0.1 +0.71

In den zu dieser Funktion gehrenden Nummern 38 bis 40 wird die Funktionsgleichung
jeweils nicht speziell erwéhnt.

. . . i ) —-1.5 -1 -05 0 0.5 1 1.5
Die Funktion besitzt einen anzie- e b b s B o w o B e D

henden 3er-Zyklus. Ermittle die-

se drei anziehenden periodischen 1.0i - - 1.0i
Punkte mit 4 Ziffern nach dem De- : :
zimalpunkt. 0.5i - - 05i
0 7 -0
—0.5i 7 - —0.5i
~1.0i = - —1.0i
E701+D7i (A TON (R USRS I SO U T T AT T T L |

-15 -1 -05 0 0.5 1 1.5

Jeder der in Nr. 38 gefundenen anziehenden periodischen Punkte liegt in einem “Blatt”.
Das Blatt, das vom gemeinsamen Blattansatzpunkt aus etwa in 60°-Richtung bzw. 180°-
Richtung bzw. 300°-Richtung liegt, nennen wir By bzw. By bzw. Bs. Bestimme fiir jedes
dieser Blitter das erste Glied, das in ihm liegt.
a) z; =0.5—-0.5i b) z1 =1-0.6i

d) z =1.18 — 0.621 e) z1 =—0.09+1.081

C) 21 = 1.2 —0.551

» — 0.020873537 — 1.0609425751 ist eine Losung der Gleichung 8. Grades in z fiir
c=-014+07i ((z224¢)®+c)?+c—z=0. Gib die iibrigen Losungen dieser Gleichung
an (4 Ziffern nach dem Dezimalpunkt).
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25 Komplexe Folgen

Die Mandelbrotmenge M !

Gegeben ist der feste Anfangspunkt z; = 0 (der so genannte “kritische Punkt”?). Fiir
Jeden Parameter ¢ € C betrachten wir die durch Iteration der Funktion = =22 4
entstehende Zahlenfolge (z,).

M ist die Menge aller Parameter ¢ € C, fiir welche die Folge (2n) nicht nach oo
divergiert.

Einige Eigenschaften von M3

M ist ein Fraktal; d.h., es gibt beliebig kleine Ausschnitte von M, welche bei
geniigender Vergrdsserung wieder die Menge M ergeben. M ist zusammenhéngend.
M besteht aus unendlich vielen gleichartigen, selbstihnlichen Teilen. Ein solcher Teil
besteht aus einer Herzkurve (Cardioide), an der unendlich viele Kreise angehingt
sind. Ferner gehéren linienartige “Antennen” und “Fiden” zu M, welche diese Teile
verbinden. Wihrend das Innere der Herzkurve und der Kreise vollig ausgefiillt ist,
besteht der Rand aus unbegrenzt vielen, dusserst reichhaltigen Formen.

1 Benoit Mandelbrot, geb. 1924 in Polen, Mathematikprofessor in Frankreich und den USA.
Stelle, an der die Ableitung der Funktion 0 ist.
Ohne Beweis.




41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

25.2 Tteration der Funktion z — 22 Fie

Zu 41-47: Charakterisiere den Punkt 0 beziiglich der Tteration z — z* 4 c. Be-
schreibe die Lage von ¢ beziiglich der Mandelbrotmenge.
a) e=0.2 b) ¢=0.3 c) ¢=0.51
d} e=1 e) c=12i
a) e==1 b) c=-1140.1i c) c=-0.940.2i
d) & = —0840.b1
I 20 1-.dd 1 3
. —_ . 1 b _ —— A, 1 o = —— — 1
a) ¢ 8+80 3i Y e 8—!—80\/31 ct)e 8+8\/§1

a) c=0.3+-@i

b) c:0,4—|——\/—§i

3
c*)e=0.375+ W3,

8 8 8
a) e=—0.7 b) c=—0.8 c¢*)e=—0.75
a) ¢= —1.2 b) e=-1.3 c*)e=—-1.25
a) c=—1.38 b) ¢ = —1.395 ¢) ¢=—1.3995

Berechne den Parameter ¢ der Iteration z — 22 + ¢, wenn z; ein Fixpunkt ist.
1 . 2« 1 .«
b) 21 = =cis — g] #i==Cl8

2 3 2 3

1. -
a) z1 = 5 CisT

1
a) Berechne c, wenn z; = 2 cis ¢ ein Fixpunkt der Iteration z — 2% + c ist.

b) Skizziere die Kurve, auf der sich die c-Werte bewegen, wenn sich der Fixpunkt auf dem

2 11 -
Kreis z; = 2 cis ¢ bewegt. Beniitze ¢ = 0, %, %, cee ?ﬁ, 27. (1 = 10 Héiuschen)
Fiir alle c-Werte, die einer bestimmten Herzkurve oder einem bestimmten Kreis an-
gehoren, streben die Folgen mit dem Anfangspunkt z; = 0 gegen Zyklen mit derselben
Linge n. Bestimme diese Anzahl n fiir die Herzkurve A und die Kreise B, C, ..., W.

Dabei kann ein beliebiger, zum verlangten Gebiet gehorender und durch sorgfaltiges Mes-
sen in der Figur auf Seite 80 bestimmter c-Wert als Parameter der Funktion z — 22 + ¢
verwendet werden.
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25 Komplexe Folgen

sl Zusammenhang zwischen der Lage eines Punkts ¢ beziiglich der Mandelbrotmenge und
der zugehdorigen Juliamenge J,

—-1.0 —0.5 : . -05 0 05 1.0

- 1.0

- 05i

—1.0 -05 0 05 1.0
Jo.1+i

Fir ¢ = i und fiir ¢ = 0.1 + i sind die Einzugsbereiche leer. Wihrend J; linienartig
und zusammenhéngend ist, zerfallt Jo.1+i in einzelne Punkte und ist total unzusam-
menhingend.

Wie liegen die beiden Parameterwerte ¢ beziiglich der Mandelbrotmenge? Gib eine Ver-
mutung an.




