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1 Winkelangaben im Bogenmal}

In der Primar- und Sekundarschule haben wir alle gelernt Winkel in Grad (°) anzugeben. Diese Art
der Winkelangabe ist uns so vertraut, dass wir uns nichts mehr zu tiberlegen brauchen, wenn wir z.B.
horen, dass ein Winkel 30°, 45°, 90° oder 180° betragt. Sofort haben wir eine sehr gute Vorstellung
des Winkels resp. des AusmaBes einer Drehung vor Augen.

Und trotz all dieser Vertrautheit soll nun ein neues WinkelmaB, also eine neue Art die GroBe eines
Winkels anzugeben, eingefiihrt werden! Dafiir muss es wohl gute Griinde geben, denn weshalb sonst
sollte man etwas so Bekanntes und Greifbares wie das GradmaB zur Seite legen und durch etwas
Neues ersetzen?! Zumindest einen solchen Grund werde ich am Ende dieses Kapitels in Abschnitt
1.5 vorstellen (Sinus und Tangens bei kleinen Winkeln).

Vorerst gilt es einfach zur Kenntnis zu nehmen, dass wir Winkel kiinftig nicht mehr im Grad-,
sondern im sogenannten Bogenmal angeben. In der Physik der Schwingungen und Wellen wird
ausschlieBlich dieses neue WinkelmaB verwendet und auch ein Programm wie GeoGebra sowie alle
Programmiersprachen arbeiten standardmaBig damit. Bei praktisch jedem Taschenrechner kann der
Winkelangabemodus auf das Grad- oder das BogenmaB eingestellt werden.

An dieser Stelle mochte ich es nicht verpassen, bereits das Allerwichtigste, was es sich in Sachen
BogenmaB zu merken gilt, groB und in aller Deutlichkeit zu notieren:

Umrechnung zwischen BogenmaB3 und Gradmal

7 = 180°

o~

“m im BogenmaB entspricht (=) im GradmaB 180°."

Egal, ob wir die Definition des BogenmaBes am Einheitskreis prasent haben oder nicht, diese simple
Umrechnungsvorschrift wird uns stets gute Dienste leisten — Merken!

1.1 Das BogenmaB — eine Bogenldange auf dem Einheitskreis

Wie Abb. 1 zeigt, gehort zu jedem Winkel o eine eindeutig festgelegte Bogenldange ..., die auf
dem Einheitskreis vom Punkt (1,0) zu diesem Punkt P fiihrt. Zur Beschreibung der Offnung des
Winkels « in Grad kénnen wir nun ebenso gut die Bogenlange z1,,, angeben. In der Tat ergibt es
genau so Sinn vom Winkel zy,,, anstelle vom Winkel o zu sprechen!

Die GroBe von Winkeln konnen wir also wie bisher in Winkelgraden, aber neuerdings auch als
Bogenldngen (auf dem Einheitskreis!) angeben. Im ersten Fall sprechen wir vom GradmaB, im
zweiten vom BogenmaB.

Bemerkung 1: xy,, ist eine dimensionslose reelle Zahl, die die Lange einer gebogenen Strecke in
einem z-y-Koordinatensystem beschreiben soll. Dimensionslos bedeutet, z1,,; hat keine phy-
sikalische Einheit, denn das z-y-Koordinatensystem ist ein rein mathematisches! Weder die x-
noch die y-Achse haben eine physikalische Einheit. Es sind dimensionslose reelle Zahlenachsen.
Ihre mathematische Einheit — wenn man so will — ist die Zahl 1, denn 3 ist gleich 3-1, genauso
wie z.B. mit 7s eben 7-1s gemeint ist.

Allerdings wurde fiir die Bogenldnge resp. das BogenmaB zur Kennzeichnung resp. Verdeut-
lichung, dass es sich jeweils um eine Winkelangabe handelt, eine Art Hilfseinheit geschaffen.
Sie wird Radiant genannt — kurz: rad. Ich werde in Kiirze nochmals darauf zuriickkommen.
Wir werden das rad allerdings kaum benutzen, weil es keine neuen Erkenntnisse bringt und
effektiv ein bisschen (iberfliissig ist.
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Abbildung 1: Zum Verstandnis des BogenmaBes: Zu jedem Winkel o gehdrt eine Bogenlange 04
auf dem Einheitskreis. Diese Bogenlange ist fiir die GroBenangabe des Winkel genauso gut geeignet
wie eine Angabe in Winkelgraden.

Bemerkung 2: In Kiirze — ndmlich bereits ab Abschnitt 1.3 auf der nichsten Seite — werden wir
statt x1,0; nur noch x schreiben, weil das fiir Winkel im BogenmaB so iiblich ist. Z.B. wird
sin v so neu zu sin .

Solange wir aber noch bei der Betrachtung der Bogenliange in einem x-y-Koordinatensystem
sind, sollten wir klar zwischen 2-Koordinaten und 1, unterscheiden. In Abb. 1 ist beispiels-
weise T, eine Bogenlange auf dem Einheitskreis und eben kein Wert auf der z-Achse!

1.2 Die Umrechnung zwischen Grad- und Bogenmal

Der Einheitskreis ist ein Kreis mit Radius r = 1. Folglich betragt sein Umfang:
U=2r-r=2m

Diesen Umfang des Einheitskreises verstehen wir neuerdings als Bogenlange zu einer 360°-Drehung.
Zu Tpog = 27 im BogenmaB gehdrt also oo = 360° im GradmaB. Wenn wir noch den Faktor 2 aus
dieser Beziehung herauskiirzen, sind wir bei der in der Einleitung zum Kapitel bereits herausgestri-
chenen Entsprechung:

m = 180° “Ein Winkel von w im BogenmaB betragt im GradmaB 180°.”

Meines Erachtens ist diese Zeile die einfachste Art sich die Umrechnung zwischen Bogen- und Grad-
maB zu merken. Damit sind kompliziert anmutende Umrechnungsgleichungen eigentlich {iberfliissig.
Der Vollstandigkeit halber seien sie hier aber dennoch angefiihrt:

s q 180°
[ n — .
180° u (6% CEbOg

Thog = &

Dabei ist mit xy,,, die Winkelangabe im BogenmaB und mit « diejenige im GradmaB gemeint.



Es versteht sich von selber, dass wir die wichtigsten resp. die am h&ufigsten vorkommenden
Winkel auch im BogenmaB im Kopf haben. Dazu eine Tabelle, die wir stets prasent haben sollten:

a (in Grad) 0° 30° | 45° | 60° | 90° | 180° | 270° | 360°
Thog (in Radiant) 0 5 T 5 5 ™ 3z 27

Nochmals zu Radiant rad: Wie schon in der Bemerkung 1 im Abschnitt 1.1 festgehalten, ist
Radiant nur eine Hilfseinheit zur Kennzeichnung einer Winkelangabe im BogenmaB. Damit

s

wiirden die Angaben in obiger Tabelle ¢ rad, 7 rad, §rad, etc. lauten.

Aber eben: Wir werden auf diese Hilfseinheit rad in aller Regel verzichten. Sie macht die
Rechnungen eher uniibersichtlich und wir wissen jeweils auch ohne diese “Unterstiitzung”,
dass es sich um einen im BogenmalB angegebenen Winkel handelt. Die GroBenangabe eines
Winkels im BogenmaB ist einfach eine einheitslose Zahl — genau das wollen wir!

Achtung — exakte Werte! Wo immer es geht, werden wir Winkel im BogenmaB nicht als Dezimal-
zahlen, sondern als exakte Werte, typischerweise unter Verwendung der Kreiszahl 7 angeben.
Die Tabelle oben enthilt Beispiele dazu.

1.3 Winkelfunktionen und Bogenmal3

Selbstverstandlich konnen nun alle Gleichungen und Graphen zu Winkelfunktionen ins BogenmaB
“libersetzt” werden. Das soll hier in hinreichender Fiille, aber dennoch mdglichst knapp passieren.

Ab diesem Moment schreiben wir fiir x1,,; nur noch . Die standige Erinnerung daran, dass es
sich dabei eigentlich um eine Bogenldnge auf dem Einheitskreis handelt, ist nicht mehr nétig. Bei
Bedarf werden wir das schon wieder aus unserem Wissensspeicher hervorkramen.

Spezielle Werte: x sinx cos T tan
0 0 1 0
T 1 V3 1 _ V3
6 2 2 V3~ 3
x V2 V2 1
1 2 2
s V3 1
3 5 3 V3
z | 0 -
Periodizitaten: sin(z + 27) = sinx tan(z + 7) = tanx

Hauptsymmetrien: sin(—z) = —sinz tan(—x) = —tanx

Andere Symmetrien: sin (% — :c) =cosz cos (% — x) =sinx
Ersetzung: tan ¢ = SZ

Ccos T
Trigo. Pythagoras: sin?z +cos?z =1

Zu den Periodizitaten: Die Sinus- und die Cosinusfunktion sind 27-periodisch, die Tangens- und
die Cotangensfunktion sind 7r-periodisch.
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Abbildung 2: Die Graphen der Arcusfunktionen mit dem BogenmaB.

Abbildung 3: Die Graphen der Winkelfunktionen und Arcusfunktionen mit dem BogenmaB.

Zu den Graphen in Abb. 3: Die horizontale Winkelachse im BogenmaB bildet nun die vertraute
x-Achse — eine reelle Zahlenachse. Da jetzt wieder beide Achsen reelle Zahlenachsen sind,
konnen wir sie auch gleich skalieren und machen dabei eine Beobachtung: Die Graphen aller
Winkelfunktionen durchqueren die x-Achse stets mit Steigung 1 oder —1 (im 45°-Winkel
ansteigend oder abfallend). Das ist eine gute Merkhilfe fiir das rasche Skizzieren dieser Kurven.

Notiz zu den Arcusfunktionen: Wir verstehen nun die Namen der Arcusfunktionen. Lat. arcus

steht fiir Bogen! Somit fragt z.B. arcsin% nach der Kreisbogenlange auf dem Einheitskreis,
zu der ein Sinuswert von % gehort. Kurz: arcsin% = "Bogen, dessen Sinus % ist”.



1.4 Grad- und BogenmaB im Taschenrechner

Bei Taschenrechnern lasst sich in aller Regel ein Winkelmodus einstellen. D.h., man kann wahlen,

ob Eingaben im Grad- oder im BogenmaB interpretiert werden sollen und wie Ausgaben erfolgen

sollen. Typischerweise heiBen diese Modi DEG fiir das GradmaB und RAD fiir das BogenmaB.!
Geben wir beispielsweise sin(30) ein, so erhalten wir verschiedene Resultate:

Im DEG-Modus: sin(30) = 0.5 und im RAD-Modus: sin(30) = -0.988

Im DEG-Modus wird die Zahl 30 als 30° verstanden, wahrend sie im RAD-Modus als 30 rad Bogenlange
auf dem Einheitskreis interpretiert wird. (Im GradmaB wiirde das etwa 1719° entsprechen.)

Praktische Hinweise: Im T/-30X Pro MathPrint wird der aktuelle Winkelmodus stets rechts oben
im Display angezeigt und wechseln kann man ihn in der obersten Option des Modus-Meniis,
das nach Driicken der Taste MODE erscheint. Insbesondere vor Priifungen mit TR-Verwendung
sollte man sich iiberlegen, welcher Modus eingestellt sein sollte und diese Einstellung bewusst
vornehmen. So vermeidet man ganz bléde Fehler aufgrund einer falschen Moduseinstellung.

1.5 Sinus und Tangens bei kleinen Winkeln
1.5.1 Betrachtung im GradmaB am rechtwinkligen Dreieck

Bereits aus der Definition von Sinus- und Tangensfunktion im rechtwinkligen Dreieck geht hervor,
dass diese beiden Winkelfunktionen fiir kleiner werdende Winkel o ™, 0° in ihren Werten immer
identischer werden. Weshalb das so ist, illustriert Abb. 4. Wird die Gegenkathete g aufgrund des
schrumpfenden Winkels « bei fixer Hypotenuse i immer kleiner, so gleicht sich die Ankathete a immer
mehr der Hypotenuse h an. Somit riickt tan o = % immer naher an sina = %.

Fiir kleine Winkel a: &~ 0° ist somit sin « & tan «. Dabei bleibt der Tangenswert immer noch ein
ganz klein wenig groBer als der Sinuswert, denn die Ankathete wird ja niemals ganz gleich lang wie

die Hypotenuse. Das passiert erst, wenn o = 0° wird.

et h

Abbildung 4: Sinus und Tangens bei kleinen Winkeln im rechtwinkligen Dreieck: Fiir immer kleinere
Winkel « strebt die Lange der Ankathete immer mehr gegen die Linge der Hypotenuse, weshalb
Sinus und Tangens fiir sehr kleine Winkel o praktisch identisch sind.

1.5.2 Die neue Betrachtung am Einheitskreis mit dem Bogenmal3

Natiirlich gilt fiir kleine Winkel x auch im BogenmaB die Beziehung sin xz ~ tan x. Die Definitionen
der Winkelfunktionen am rechtwinkligen Dreieck und am Einheitskreis stimmen ja iiberein.

IDEG fiir engl. degree = Grad. Meistens gibt es noch einen dritten Winkelangabemodus, der irritierenderweise unter
dem Namen GRAD angezeigt wird. Dieses WinkelmaB und somit diesen Modus werden wir allerdings nie verwenden.
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Abbildung 5: Sinus und Tangens bei kleinen Winkeln am Einheitskreis.

Mit dem BogenmaB kommt nun allerdings eine wertvolle Eigenschaft hinzu! Betrachten wir dazu
Abb. 5. Wir sehen einen bereits relativ kleinen Winkel « resp. x1,,g und konnen uns gut vorstellen,
Wi€ Thog, SIN Thog und tan xy,,, gemeinsam kleiner werden, wenn wir den Winkel noch spitzer werden
lassen.? Bei sehr spitzen Winkeln sind die drei GréBen kaum mehr voneinander zu unterscheiden und
es muss folglich gelten (jetzt wieder ohne bog notiert):

sinz ~x ~ tanzx fir z in der Nahe von 0

Beim Ubergang zu sehr kleinen Winkeln (2 — 0) diirfen wir die Werte von sinz und tanz durch
die Variable x selber ersetzen. Das ist sehr praktisch! Diese Approximation (= Niherung) der Sinus-
und der Tangensfunktion fiir 2 — 0 vereinfacht zahlreiche Uberlegungen. Sie funktioniert nur mit
dem Winkel als Zahl — sprich: mit dem BogenmaB! — und ist dermaBen gut resp. wiinschenswert,
dass in der hoheren Mathematik eben fast ausschlieBlich mit dem BogenmaB gearbeitet wird.

Eine Folge dieser Naherung sehen wir in Abb. 6, wo die Sinus- und die Tangenskurve in der
Nahe des Ursprungs zu sehen sind. Weiter habe ich die Funktion f(z) = x, also eine Gerade
mit Steigung 1 durch den Ursprung resp. die Winkelhalbierende wi3 des 1. und 3. Quadranten,
eingetragen. Offensichtlich verlaufen die drei Funktionsgraphen miteinander durch den Ursprung.
In Ursprungsndhe sind also sinz und tan x ohne groBen Fehler gleich x und wir verstehen damit,
weshalb die Graphen aller Winkelfunktionen mit Steigung 1 oder —1 durch die x-Achse gehen.

Y
w13 ,
T)=1xa
s /(@)
tanx -
sinx
/4
m/6
/12
T
-/ 12 m/12 Tw/6 /4 m/3 5m/12 w/2 7m/12

Abbildung 6: sinz, tanz und f(z) = x in der Nihe des Ursprungs. Es gilt: sinz ~ x ~ tan z.

’Damit es sicher keine Verwechslung mit Werten auf der z-Achse gibt, wird in Abb. 5 nochmals g zur Kenn-
zeichnung des Bogens verwendet.



2 Die mathematische Beschreibung des harmonischen Oszillators

Wir betrachten zun&chst ein einfaches Federpendel. Dessen Auf-Ab-Schwingung wird unglaublich gut
durch eine Sinusfunktion beschrieben.® Jedes Objekt oder System, das auf diese Weise sinusformig
schwingt, bezeichnen wir in der Physik als harmonischen Oszillator. Diese Art der Oszillation (=
Schwingung) hat fiir die Physik fundamentale Bedeutung.

2.1 Frequenz und Periode

Bei periodischen, also sich standig in gleicher Art wiederholenden Vorgangen lasst sich die Zeit-
spanne angeben, die eine einzelne Wiederholung in Anspruch nimmt. Diese Zeitspanne nennt man
Periode T'. Umgekehrt kann man aber auch angeben, wie viele Wiederholungen in einer bestimmten
Zeitspanne stattfinden. Diese Angabe nennt man Frequenz f.
Die Frequenz f ist stets der Kehrwert der Periode T" und umgekehrt:
1 1

f== resp. T:?

SI-Einheit der Frequenz: 1Hertz = 1Hz := % lies: Wiederholungen pro Sekunde.

Verdeutlichung: Dauert eine einzelne Wiederholung 7' = 0.255s, so finden pro Sekunde vier ganze

Wiederholungen statt. Die Frequenz betragt also f = % = ﬁ = 4.0 Hz.

Bsp. Stimmgabelschwingung: f=440Hz = T = % = 0.00227s = 2.27ms (Millisekunden).

2.2 Die ungedampfte Schwingung eines Federpendels

Lenkt man ein Federpendel aus der Ruhelage aus und ldsst dann los, so wird es eine Schwingung
ausfiihren — auf und ab. Diese Bewegung verlduft liber kurze Zeitrdume hinweg in guter Nihe-
rung reibungsfrei. Wir sprechen von einer ungedampften Schwingung. Langfristig wird das Pendel
aufgrund von Reibung und Luftwiderstand natiirlich irgendwann wieder zum Stillstand kommen.

Zur mathematischen Beschreibung der ungeddmpften Schwingung fassen wir die aktuelle Héhen-
lage h des Pendels als Funktion der Zeit ¢ auf. Abb. 7 zeigt neben der Versuchsanordnung die
Messkurve, die sich bei der Erfassung des Pendels mittels eines darunter platzierten Distanzsen-
sors ergibt. Der Sensor fiihrt pro Sekunde 25 Hohenmessungen durch (Messfrequenz = 25Hz). So
ergeben sich im Diagramm in jeder Sekunde 25 Datenpunkte (rote Piinktchen).

In der Datenerhebungssoftware Logger Pro ldsst sich eine mathematisch exakte Sinuskurve iiber
die Datenpunkte legen. Man spricht von einem Fit. Im Falle unseres Federpendels gelingt dieser
Fit extrem gut. Alle Datenpunkte liegen ohne groBen Fehler auf der mathematischen Sinuskurve
(schwarz). Deshalb diirfen wir mit Fug und Recht behaupten: “Federpendel schwingen sinusférmig.”

Das Fensterchen in Abb. 7 gibt uns die Informationen zum Fit:

e Fiir den Fit habe ich die allgemeine Sinusfunktion verwendet:
h(t)=A-sin(B-(t—C))+D

Abgesehen davon, dass die horizontale Achse nun eine Zeitachse ist und somit anstelle von x
eben t geschrieben wird, entspricht dies genau der allgemeinen, mit Parametern versehenen
Sinusfunktion in der Form mit horizontaler Verschiebung C'.

3Weshalb die Pendelschwingung dermaBen gut durch eine Sinusfunktionsbeschrieben wird, lassen wir im Moment
dahingestellt. Wir stellen einfach fest, dass dies zutrifft.
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Auto Fit for: Latest | Position
h = A*sin(B*(t-C))+D

A: 0.03479 +/- 6.668E-05 b
B: 8.507 +/- 0.002607
0.2 - C: -9.617 +/- 0.003360 [

D: 0.5142 +/- 4.725E-05
Correlation: 0.9999
RMSE: 0.0003748 m
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Abbildung 7: Die Schwingung eines Federpendels: Die mathematisch exakte Sinuskurve deckt sich
unglaublich gut mit den Datenpunkten. Das Pendel schwingt offensichtlich sinusférmig.

e Dass der Fit sehr gut auf die Datenpunkte passt, erkennen wir am sog. Korrelationswert, der
mit Correlation = 0.9999 fast gleich 1 ist. Ein Wert von exakt 1 wiirde einer vollstdndigen
Gleichheit entsprechen — alle Punkte ldgen ganz perfekt auf der Sinuskurve. Das sieht bei uns
aber wirklich auch schon danach aus.

e Logger Pro zeigt uns die zum Fit gehérenden Werte fiir die Parameter A, B, C' und D an:*

Mittlere Héhe D = 0.5142: Diese Angabe entspricht der Ruhelage des Pendels. Sie liegt
0.5142m = 51.4cm iiber dem Sensor. Um diese Hohe schwingt das Pendel.

Amplitude A = 0.03479: Der vertikale Ausschlag betragt 0.03479m, also etwa 3.5 cm.

Horizontale (= zeitliche) Verschiebung C = —9.617: Die Sinuskurve “startet” nicht bei
t = 0, sondern ist horizontal, also auf der Zeitachse, um —9.617s nach links verschoben.

Horizontale (= zeitliche) Streckung B = 8.507: Der horizontale Streckungsparameter B
hangt mit der Periode der Pendelschwingung zusammen. Es gilt: B = QT” Somit muss
B mit der Einheit % versehen werden: B = 8.507%.

Anmerkung: In der Trigonometrie ist die Periode P einer Sinuskurve in einem z-y-
Koordinatensystem als die horizontale Distanz definiert, innerhalb der sich das Auf und
Ab der Kurve genau einmal wiederholt. Diese mathematische Periode entspricht beim
Federpendel der zeitlichen Periode T', also einer Dauer. Das passt, denn schlieBlich be-
schreiben wir die Schwingung des Federpendels nun in einem Koordinatensystem mit
horizontaler Zeitachse. Dadurch wird der Zusammenhang zwischen Streckungsparameter
B und Periode P, ndmlich B = 2%, nun eben zu B = 2.

*Hinter den Parameterwerten wird jeweils die zugehérige Standardabweichung (4-Wert) angegeben. Damit brau-
chen wir uns im Moment aber nicht auseinanderzusetzen.



2.3 Reduktion auf das Wesentliche dank freier Wahl des Koordinatensystems

Am Pendel interessiert uns vor allem, wie schnell es schwingt und wie stark sein Ausschlag ist. Diese
beiden Informationen stecken vollstandig in den beiden Parametern B und A.

D.h., die Parameter C und D haben gar nicht wirklich etwas mit der Schwingung des Pendels
zu tun. Vielmehr sind sie eine Konsequenz des Mess-Settings:

e Die durch C beschriebene zeitliche Verschiebung hangt ja lediglich davon ab, zu welchem
Zeitpunkt die Messung gestartet wird. Dieser Startzeitpunkt entspricht dann ¢ = 0.

e Und die durch D beschriebene mittlere Lage hangt nur davon ab, wie weit unterhalb des
Pendels ich den Sensor platziert habe. Diese Sensorhche entspricht dem Nullniveau h = 0.

Das physikalische Verhalten des Federpendels hdngt selber also nicht von den Parametern C und
D ab. Im Prinzip darf ich sie deshalb frei wahlen resp. einfach den zeitlichen und den &rtlichen
Nullpunkt meines Koordinatensystems nach Belieben platzieren. Es ist klar, wie wir diese Wahl
vornehmen, wenn wir die Mathematik moglichst einfach haben wollen: Es seien C' = D = 0! Wir
legen also das Nullniveau der Hohe in die Ruhelage des Pendels und starten die Messung genau dann,
wenn das Pendel diese Ruhelage in Aufwartsrichtung durchquert. Damit I3sst sich die Schwingung
eines Pendels beschreiben durch:
27

h(t) = A - sin(Bt) mit B = T = 2 f

2.4 Kireisfrequenz und Winkelgeschwindigkeit w — nur zwei neue Namen fiir B

In der Physik erhalten mathematische Parameter in der Regel zusatzliche resp. neue Namen, die
typischerweise die Bedeutung des Parameters in der jeweiligen Anwendung zum Ausdruck bringen.
Das ist beim Parameter B nicht anders.

Aus dem Beispiel des Federpendels wissen wir bereits: In B steckt die Information, wie rasch
die Pendelschwingungen einander folgen. B ist umgekehrt proportional zur Periode T und somit
auch direkt proportional zur Frequenz f. B ist das 2w-fache der Frequenz und sorgt dafiir, dass die
mathematische Sinusfunktion, durch die die Schwingung beschrieben wird, innerhalb einer Periode
T genau einmal auf und ab geht.

Denken wir an die Definition des BogenmaBes als Bogenlange auf dem Einheitskreis zuriick, so
wird noch auf andere Weise klar, was B ausdriickt. Im Z3hler von B = QT’T steht mit 27 ja der
Kreisumfang des Einheitskreises resp. der BogenmaB-Winkel, der einem ganzen Umlauf entspricht.
“Pro Zeitspanne T" wird um den Winkel 27 gedreht!” Der Parameter B entspricht somit einer Win-
kelgeschwindigkeit — Winkeldrehung pro Zeitspanne — die man auch als Kreisfrequenz bezeichnet.

In der Physik wird dafiir das Symbol w (sprich: “omega”) — verwendet.® Halten wir fest:
. . e 27
Kreisfrequenz = Winkelgeschwindigkeit = w = T = 2 f

Als physikalische Einheit von w konnte man wohl das Hertz Hz verwenden, denn wegen w = 27 - f
ergibt sich fiir w die gleiche Einheit wie fiir f. Es hat sich aber durchgesetzt % als Einheit von w
zu notieren, denn das Hertz soll fiir “echte” Frequenzen, also fiir eine Anzahl Wiederholungen pro
Zeitspanne, reserviert sein.

Winkelgeschwindigkeiten werden sehr hdufig unter Verwendung der Hilfseinheit rad fiir das Bo-

genmaB, also in % angegeben. Darauf werden wir allerdings verzichten und nur % schreiben.

Sw ist der letzte Kleinbuchstabe des griechischen Alphabets. Der GroBbuchstabe Omega sieht ganz anders aus: .



Beispiel: Ein Federpendel schwinge mit einer Frequenz von 0.81 Hz auf und ab. Dann betragt seine
Kreisfrequenz resp. Winkelgeschwindigkeit:

1 d
w=2rf=2r 081Hz =51~ (: 5.1 &>
s S
Pro Sekunde wird im BogenmaB ein Winkel von 5.1 (rad) im Argument der zugehérigen Si-
nusfunktion zuriickgelegt. (Es sind also eben nicht 5.1 Schwingungen pro Sekunde, was durch
die Einheit Hz suggeriert wiirde.)

Natiirlich lassen sich Winkelgeschwindigkeiten resp. Kreisfrequenzen auch im GradmaB ange-
ben. Dann lautet die Einheit 2 (“Grad pro Sekunde”). Im obigen Beispiel erhalten wir damit
fuir die Kreisfrequenz:

180° 180° 292°
80 =27 -0.81Hz - 80 = 9

w=2rf=2xnf"
T s

Pro Sekunde wird im Argument der zugehdrigen Sinusfunktion ein Winkel von 292° zuriick-
gelegt. Wir werden die Angabe in “Grad pro Sekunde” aber kaum je gebrauchen.
2.5 Ubersicht zur Mathematik des harmonischen Oszillators

Zum Schluss des Kapitels halten wir nochmals kurz und knapp fest, was es zur mathematischen
Beschreibung einer einzelnen (eindimensionalen) Schwingung zu sagen gibt:

Die Beschreibung einer ungedampften, harmonischen Schwingung

Nach geeigneter Wahl des zeitlichen und des értlichen Nullpunktes Idsst sich
die ungedampfte Schwingung eines harmonischen Oszillators, z.B. eines
reibungsfreien Federpendels, beschreiben durch die Funktion

h(t) = A - sin(wt) mit w= 2% =2rf
Dabei stehen die Parameter A, w, T und f fiir folgende GréBen:

A = Amplitude = maximaler Ausschlag aus der Mittellage

w = Kreisfrequenz = Winkelgeschwindigkeit = pro Zeitabschnitt
zuriickgelegter Winkel im Argument der Sinusfunktion

T = Periode = Zeitspanne einer einzelnen, vollstandigen Schwingung

f = Frequenz = Anzahl vollstindiger Schwingungen pro Zeitspanne
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3 Resonanz — das Grundphanomen der Schwingungslehre

3.1 Eigenschwingungen und -frequenzen

Die meisten Korper oder Systeme von Korpern besitzen selber die Mdglichkeit zu schwingen. In
der Regel gehort zu einer solchen Eigenschwingung eine ganz bestimmte Frequenz, die wir als
Eigenfrequenz des Korpers resp. Systems bezeichnen.

Je nach Art des Kérpers oder Systems sind ganz unterschiedlich viele Eigenschwingungsmodi
und somit auch Eigenfrequenzen moglich. Hier ein paar Beispiele:

e Jedes Federpendel schwingt von sich aus mit einer ganz bestimmten Frequenz f auf und ab.
Diese Frequenz tritt direkt sichtbar in der mathematischen Beschreibung der Pendelschwingung
auf (vgl. Kapitel 2). Mochte ich an dieser Eigenfrequenz des Pendels etwas dndern, so muss ich
schon am Pendel selber etwas verdndern. Beispielsweise konnte ich eine starkere Spiralfeder
verwenden oder mehr Masse anhdngen.

e Die eingespannte Saite eines Musikinstrumentes besitzt im Prinzip unendlich viele Eigenschwin-
gungsmodi. Die zugehorigen Frequenzwerte sind allerdings nicht beliebig! Vielmehr sind alle
Eigenfrequenzen natiirliche Vielfache ein- und derselben Frequenz, die wir als Grundtonfre-
quenz fy bezeichnen (vgl. Kapitel 4).

Das im Unterricht verwendete Monochord (vgl. Abb. 8) zeigt natiirlich ebenfalls diese Eigen-
frequenzcharakteristik.

e Gebidude, Tiirme, Briicken und sonstige tragende Konstruktionen sollten idealerweise gar keine
Eigenschwingungen resp. -frequenzen aufweisen. Umgekehrt sollten die Resonanzkdrper von
Musikinstrumenten iiber moglichst viele Eigenschwingungen und Eigenfrequenzen verfiigen.

Warum denn das? Genau hier kommt der Begriff Resonanz ins Spiel, den wir nun gut verstehen
kdnnen und sogleich beleuchten werden.

3.2 Anregung und Resonanz

Versucht man ein System zum Schwingen zu bringen, so sprechen wir von einer Anregung. Erfolgt
diese Anregung mit einer Eigenfrequenz des Systems, so wird sie von diesem sehr gut aufgenommen.
Wir sprechen von Resonanz. Die Eigenfrequenzen des Korpers resp. Systems sind also gleichzeitig
seine Resonanzfrequenzen! Bei Anregung mit diesen Frequenzen reagiert das System deutlich.
Die Anregungsenergie wird als Schwingung aufgenommen und kann so iiber lange Zeit im System
erhalten bleiben.

Regt man hingegen mit irgendeiner Nicht-Resonanzfrequenz an, so kann der Korper resp. das
System kaum etwas damit anfangen — auBer einem leichten Zittern selber wird nichts zu beobachten
sein. Die Anregungsenergie “verpufft” sofort in Form von Wéarme (Reibung).

Abbildung 8: Das Monochord aus dem Unterricht.
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3.3 Frequenzselektion bzw. Tonhohenerzeugung bei Musikinstrumenten

Wird die Saite eines Klaviers angeschlagen, so sind in dieser Art der Anregung (eben ein Schlag)
alle moglichen Frequenzen vorhanden, wovon wir uns spater noch iiberzeugen werden.

Die Saite kann aber nur die Frequenzen aufnehmen, die zu Eigenschwingungen gehdren. Auf
ihr “liberleben” ausschlieBlich Eigenfrequenzen. In kiirzester Zeit — wenige Millisekunden nach dem
Anschlagen! — werden auf der Saite nur noch die Resonanzschwingungen, also die angeregten Ei-
genschwingungen zu beobachten sein. Die restlichen Schwingungen wurden “vernichtet”.

Die Saite trifft also eine Frequenzselektion: Nur die Resonanz- resp. die Eigenfrequenzen werden
fiir das Weiterschwingen “zugelassen”. Genau dadurch legt die Saite ihre TonhShe fest, wie wir spater
noch genauer sehen werden.

Ganz analoge Selektionsvorgidnge finden bei allen Musikinstrumenten statt, die Tone mit klar
horbaren Tonhohen erzeugen. Dazu gehdren z.B. Gitarren, Streichinstrumente, Holz- und Blech-
blaser, aber auch die menschliche Stimme. Im letzteren Fall iibernehmen die Stimmbander in gewisser
Weise die Rolle einer Saite.

3.4 Tonverstarkung durch Resonanzkérper

Wiirde die Klaviersaite fiir sich alleine schwingen, so wiirde man ihren Ton nur ganz leise horen.
AuBerdem hatte er gar nicht die klare Klangfarbe, die wir uns von einem Klavier gewohnt sind.

Um die Schwingung einer Saite gut horbar zu machen, braucht es eine Art Verstarker, der dann
aber auch beziiglich der Klangfarbe “mitbestimmt”. Dieser Verstarker ist der sogenannte Reso-
nanzkdorper. Typischerweise befindet er sich in direktem physischen Kontakt mit der Saite. Er muss
so gebaut sein, dass er moglichst alle Frequenzen in sich aufnehmen kann. D.h., im Idealfall sind
alle moglichen Frequenzen Eigenfrequenzen des Resonanzkorpers. Ein idealer Resonanzkorper trifft
keine Selektion, sondern zeigt bei beliebigen Schwingungen Resonanz.

Der Resonanzkorper kann die von der Saite abgegebene Schwingungsenergie in sich aufnehmen
und akkumulieren (= ansammeln). So entsteht der Verstarkungseffekt. Dabei wird er die Frequenzen
allerdings untereinander neu gewichten. Es gibt namlich kaum einen Resonanzkdrper, der alle Fre-
quenzen ganz genau gleich gut aufnehmen kann. Das ist aber auch gar nicht wiinschenswert, denn
gerade durch diese Neugewichtung wird der Resonanzkdrper eben entscheidend fiir die Klangfarbe,
sodass wir ein Klavier eben als Klavier zu erkennen vermdgen (vgl. Kapitel 4).

Fast alle Saiteninstrumente verfiigen {iber einen Resonanzkdrper. In ihm widerspiegelt sich in
der Regel die eigentliche Qualitdt des Instrumentes. Die Konstruktion eines richtig guten Reso-
nanzkdrpers ist die groBe Herausforderung des Instrumentenbauers! Ein groBer Teil des Klavier- und
praktisch der gesamte Geigen- und Gitarrenbau dreht sich um diese Kunst.

Abbildung 9: GroBartige Musikinstrimente verfiigen iiber hervorragende Resonanzkérper! (V.l.n.r.:
Vladimir Horowitz (1903 — 1989), Jacqueline du Pré (1945 — 1987), Paco de Lucia (1947 — 2014).)
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3.5 Die Resonanzkatastrophe

Regt man ein System iiber langere Zeit mit einer seiner Resonanzfrequenzen an, so wird dieses
immer mehr Energie aufnehmen. Seine Schwingung wird immer intensiver, was zur sogenannten
Resonanzkatastrophe fiihren kann. Das System hilt die Schwingung resp. Energiemenge nicht
mehr aus und geht kaputt.

Typischstes Beispiel hierfiir ist das weitherum bekannte Zersingen eines Glases. Trifft man mit
einem Ton resp. mit der Frequenz einer Schallwelle die Resonanzfrequenz des Glases, so nimmt
dieses die Schallenergie immer mehr auf und wird schlieBlich zerstort, weil die Flexibilitat des Glases
tiberschritten wird. Es ist allerdings zu sagen, dass dieses Zersingen mit einer menschlichen Stimme
kaum moglich ist, da diese gerade bei groBer Intensitat in der Regel ein Vibrato beinhaltet. D.h., die
Tonfrequenz schwankt standig ein wenig und es wird nicht kontinuierlich die Resonanzfrequenz des
Glases getroffen. Mit einem Frequenzgenerator, der eine Frequenz ohne Fehler beibehalten kann, ist
das “Zersingen” aber durchaus moglich.

Mehr aus Unwissenheit, denn aus Unvorsicht wurde in der Vergangenheit immer wieder vergessen,
die Eigenschwingungen resp. die Resonanzfdhigkeit eines Systems bei der Konstruktion zu beriick-
sichtigen. So kam es beispielsweise vor, dass Briicken durch den Gleichschritt einer Militarkompanie
zur Resonanzkatastrophe gebracht wurden.

Ein anderes sehr bekanntes Beispiel ist die Zerstérung der Tacoma Narrows Bridge in der Nahe
von Seattle im Jahre 1940 (vgl. Abb. 10). Der Wind brachte diese Hangebriicke zum Einstiirzen.
Allerdings handelte es sich hierbei nicht um eine Resonanzschwingung im eigentlichen Sinn, denn
es gab keine Windbden, die die Briicke mit einer entsprechenden Bden-Frequenz zum Schwingen
angeregt hitten. Vielmehr haben Windturbulenzen an der Briicke diese in Schwingung versetzt.
Voraussetzung dafiir war ein relativ starker, kontinuierlicher Wind. Nichtsdestotrotz war an der
Briicke vor allem die erste Oberschwingung der Torsionsschwingung (= Verdrehungsschwingung)
zu beobachten. Offenbar konnte sie durch diese Windturbulenzen angeregt werden, sodass es in
gewisser Weise eben doch zu einer Resonanzkatastrophe kam.

Der Einsturz der Tacoma Narrows Bridge hatte auf jeden Fall seine Konsequenzen in der Bauphy-
sik. Ab sofort wurden Geb&ude aller Art nicht mehr nur statisch, sondern auch dynamisch durchge-
rechnet, um im Voraus Informationen iiber mogliche Eigenschwingungen zu haben und entsprechende
versteifende oder ausgleichende Elemente anzubringen.

Abbildung 10: Der Einsturz der Tacoma Narrows Bridge: Windturbulenzen an der Briicke regten
diese zum Schwingen in ihrer ersten Oberfrequenz der Torsionsschwingung (1 Knotenpunkt in der
Mitte) an.
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4 Was ist ein Ton? — eine Antwort mittels Frequenzanalyse

Singt jemand oder wird auf einem Instrument eine Note gespielt, so héren wir einen Ton mit einer
ganz bestimmten Tonhdhe und einer bestimmten Klangfarbe. Warum eigentlich? Wie erklaren
wir uns, dass diese Art der Tonerzeugung bei uns diese Wahrnehmung hervorruft?

Um dieser Frage nachzugehen, wollen wir kldren, was fiir eine Art von Schallwelle denn bei
unserem Ohr ankommt, wenn unser Gehirn diese akustische Information als Ton interpretiert.

Schallwellen sind Dichte- resp. Druckschwankungen der Luft, die sich wellenartig in dieser
ausbreiten (Schallgeschwindigkeit ¢ ~ 340 7). Kommt die Schallwelle bei einem Ohr oder bei
einem Mikrofon (= “kiinstliches Ohr") an, so erfasst dieses die Schwankungen des Luftdrucks. Das
Mikrofon zeichnet in Abhangigkeit der Zeit ¢ eine Schalldruckfunktion p(t) auf, die sich in einem
Schalldruckdiagramm darstellen |3sst.

Auf den nachsten Seiten sind in den Abb. 11, 12 und 13 drei Beispiele von Schalldruckdiagrammen
zu sehen (jeweils das linke der beiden nebeneinander abgebildeten Diagramme). Sie stammen von
verschiedenen Schallquellen resp. gehdren zu verschiedenen Klangwahrnehmungen (Stimmgabel mit
Tonhéhe A, Fliigelton mit Tonhdhe A, Zischlaut “Sch”).

4.1 Das Schalldruckdiagramm des Stimmgabeltons und sein Frequenzspektrum

Das Schalldruckdiagramm der Stimmgabel (Abb. 11) zeigt eine reine Sinusschwingung. Der
Schalldruck p(t) (engl. sound pressure) schwankt sinusférmig zwischen Maximal- und Minimalwert
hin und her. D.h., die Schalldruckfunktion p(t) ist vergleichbar mit der aus Abschnitt 2.2 bekannten
Schwingungsfunktion h(t) eines Federpendels. Dort hatten wir implizit® festgestellt:

Zu jeder reinen Sinusschwingung gehort eine ganz bestimmte Frequenz f.

Im Fall der Stimmgabel betrdgt diese Frequenz f = 440 Hz. Die einzelne Schwingung der Schall-
druckfunktion p(t) dauert eine Periode T' = % = 505 8 ~ 2.27ms lang.

Nun gibt es ein mathematisches Verfahren, mit dem sich ermitteln l3sst, aus welchen reinen
Sinusschwingungen sich eine beliebige Schalldruckfunktion p(t) zusammensetzt. Dieses Verfahren
heiBt Frequenzanalyse, denn wenn man herausfindet, aus welchen reinen Sinusschwingungen sich
p(t) zusammensetzt, dann weiB man eben, welche Frequenzen f in dieser Funktion enthalten sind.”

Diese Information stellt man in einem sogenannten Frequenzspektrum dar. Dies ist ein Dia-
gramm mit liegender Frequenzachse, in welchem (iber jeder Frequenz f die Amplitude A abgetragen
wird, mit welcher diese Frequenz in der urspriinglichen Funktion p(t) auftritt. Im Frequenzspektrum
liest man also ab, welche Frequenzen f in p(t) wie stark, d.h. mit welchen Amplituden A, vertre-
ten sind. Da das Schalldruckmuster p(t) des Stimmgabeltons eine reine Sinusschwingung ist, zeigt
das Frequenzspektrum nur bei einer einzigen Frequenz einen Ausschlag. ErwartungsgemaB erscheint
dieser Peak (= Spitze) bei f = 440 Hz.

Tonhdhen- und Klangfarbenwahrnehmung beim Stimmgabelton

Der Stimmgabelton ist eine Art hoher Summton. Auch ein Pfeifen oder das Summen mit der Stim-
me wird vom Mikrofon ohne groBen Fehler als reine Sinusschwingung registriert — Tone, deren
Horeindruck wir vielleicht mit Worten wie “farblos”, “leer” oder “langweilig” beschreiben wiirden.

Die empfundene Tonhdhe wird durch die Frequenz der Schwingung vorgegeben. Eine schnellere
Schwingung, also eine héhere Frequenz, wird von unserem Hirn als hoherer Ton interpretiert. Im Fall
der Stimmgabel horen wir die zur Frequenz 440 Hz gehérende Tonhdhe A.

Slmplizit bedeutet “indirekt” oder “ohne speziell darauf hinzuweien”.

"Frequenzanalysen sind mathematisch anspruchsvoll. Wir iiberlassen sie deshalb dem Computer. Ubrigens wird das
Verfahren nach ihrem Erfinder auch als Fourier-Transformation bezeichnet. In Programmen mit Frequenzanalysefunk-
tion findet man sie deshalb hadufig unter dem Kiirzel FFT fiir Fast Fourier-Transformation.
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Stimmgabelton A

Schalldruckdiagramm p(t) Frequenzspektrum
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Abbildung 11: Schalldruckkurve und Frequenzanalyse eines Stimmgabeltons. Der Ton enthilt eine
einzige Frequenz. Das Schalldruckdiagramm entspricht deshalb aus einer reinen Sinuskurve.

4.2 Grundton und Oberténe am Beispiel eines Fliigeltons

Durch das Driicken einer einzelnen Taste auf einem Fliigel wird eine Saite angeschlagen.® Dies
erzeugt eine Schallwelle, die wir mit dem Mikrofon aufnehmen. Das daraus hervorgehende Schall-
druckdiagramm zeigt ein komplizierteres, sich standig wiederholendes Muster (Abb. 12).

Die Frequenzanalyse deckt auf, was sich dahinter verbirgt: Im Frequenzspektrum treten mehrere
Frequenzen in regelmadBigen Frequenzabstanden auf. D.h., das komplizierte, periodische Muster
im Schalldruckdiagramm setzt sich aus mehreren, perfekt aufeinander abgestimmten, reinen Sinus-
schwingungen zusammen! Die tiefste im Spektrum auftretende Frequenz bezeichnet man als die
Grundtonfrequenz fj. Die weiteren Frequenzen f,, mit n > 1 nennt man Obertonfrequenzen.

Aus der Regelmé&Bigkeit im Frequenzspektrum folgern wir: Alle im Schalldruckmuster p(t) ent-
haltenen Frequenzen sind natiirliche Vielfache der Grundtonfrequenz f;, also:

fan=Mm+1)-fo mit n=20,1,2,3,...

Fliigelton A
Schalldruckdiagramm p(t) Frequenzspektrum
FFT
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Abbildung 12: Schalldruckkurve und Frequenzanalyse eines Fliigeltons. Der Ton enthdlt mehrere
Frequenzen, die allesamt natiirliche Vielfache einer Grundtonfrequenz fy sind. Aus diesem Grund
zeigt das Schalldruckdiagramm immer noch ein periodisches, wenn auch komplizierteres Muster.

8Tatsichlich werden durch das Driicken einer Taste mehrere, im Wesentlichen identische Saiten angeschlagen.
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Tonhoéhen- und Klangfarbenwahrnehmung beim Klavierton

Das komplizierte Muster im Schalldruckdiagramm wiederholt sich offenbar mit einer Periode von
2.27ms. Wir nennen dies die Grundperiode 7. Und genau zu dieser Grundperiode gehort auch die
tiefste Frequenz im Frequenzspektrum, also die Grundtonfrequenz fy = TLO = m ~ 440 Hz. Aus
dieser Grundperiodizitat leitet unser Gehirn offenbar die gehorte Tonhohe ab. Der Ton des Fligels

und der Stimmgabel sind in unserer Wahrnehmung gleich hoch (Tonhdhe A). Wir kénnen also sagen:

Die Hohe eines Tons wird durch die Grundperiode Ty des Schalldruckmusters vorgegeben.
Da diese Grundperiode via fi = TLO der Grundtonfrequenz fy im Frequenzspektrum
entspricht, kénnen wir auch sagen: Die Grundtonfrequenz fj legt die Tonhdhe fest.

Die Obertonfrequenzen haben also keinen Einfluss auf die Tonhéhenempfindung. Dafiir wird durch
ihre Zusammensetzung die Klangfarbe definiert. Je nachdem, wie stark die verschiedenen Frequen-
zen f, (Grundton und Obertdne) im Schalldruckmuster vorhanden sind, ergibt sich eine andere
Klangfarbe. Deshalb tont der Klavierton auch ganz anders und insbesondere reichhaltiger als der
Ton der Stimmgabel, auch wenn er dieselbe Tonhéhe aufweist.

Die Klangfarbe eines Tons wird durch seine
Zusammensetzung aus Grund- und Obertdnen festgelegt.

4.3 Rauschen und Gerdusche ohne Tonhdhe

Enthalt das Schalldruckmuster p(t) einer Schallwelle kein sich standig gleich wiederholendes Muster,
so ergibt sich in der Frequenzanalyse keine RegelmaBigkeit. Das Frequenzspektrum zeigt eine Vielzahl
nicht aufeinander abgestimmter Frequenzen mit unterschiedlichen Amplituden (vgl. Abb. 13). Daraus
kann unser Gehirn keine Tonhohe extrahieren. Wir erhalten den Eindruck eines Gerausches.

Alle akustischen Wahrnehmungen ohne Tonhdhe weisen unregelmaBige, chaotisch anmutende
Schalldruckmuster und unregelmiBige Frequenzspektren auf. Dazu gehdren z.B. Rauschen, Zischen,
Klatschen, ein Knall, aber auch die Laute, welche wir in der Sprache als Konsonanten bezeichnen.

Zischlaut “Sch” (= Rauschen)

Schalldruckdiagramm p(t) Frequenzspektrum
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Abbildung 13: Schalldruckkurve und Frequenzanalyse eines Zischlautes. Der Ton enthdlt mehrere
Frequenzen, die allesamt natiirliche Vielfache einer Grundtonfrequenz fjy sind. Aus diesem Grund
zeigt das Schalldruckdiagramm immer noch ein periodisches, wenn auch komplizierteres Muster.
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4.4 Zusammenfassung von und Folgerungen aus Kapitel 4

Tonhéhenempfindung

Eine beim Ohr ankommende Schallwelle wird von uns als Ton mit einer
ganz bestimmten Tonhéhe wahrgenommen, wenn die darin enthaltenen
Frequenzen natiirliche Vielfache einer Grundtonfrequenz f; sind. Die
Frequenzen f,, werden also in ihrer Gesamtheit als ein Ton registriert,
wenn gilt:

fn=Mm+1)-fo mit n=20,1,2,3,...

Die Frequenzen f,, mitn > 1 werden als Obertonfrequenzen bezeichnet.

Die wahrgenommene Tonhdhe ist dieselbe wie die einer Schallwelle, wel-
che ausschlieBlich die Grundtonfrequenz fq enthalt. Einfach gesagt:

“Die Tonhohe wird durch den Grundton vorgegeben.”

Ein Klang, in dem die Frequenzen nicht ganzzahlige Vielfache einer Grund-
tonfrequenzen sind, wird als Gerdusch ohne bestimmte Tonhdhe wahr-
genommen.

Klangfarbenempfindung

Die Klangfarbe eines Tones wird durch seine relative Zusammensetzung
aus den Grund- und Obertonfrequenzen vorgegeben. Die in einem Ton
enthaltenen Frequenzen legen also gemeinsam fest, wie sich dieser Ton
flir uns anhért. Kurz:

“Die Grund- und Obertonzusammensetzung
bestimmt die Klangfarbe eines Tones.”

Folgerungen fiir die Tonerzeugung

Die Quelle eines Tones muss stets ein schwingendes System sein, das
Frequenzen mit regelmaBigen Frequenzabstianden und ganz be-
stimmter Zusammensetzung erzeugt.

Das gilt fiir klingende Instrumente jeglicher Art, aber auch fiir die mensch-
liche Singstimme oder Tiergesange.
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5 Klangsynthese durch Aufsummierung von Sinusschwingungen

In Kapitel 4 haben wir verschiedene akustische Ereignisse analysiert und festgestellt, dass wir einem
solchen Ereignis genau dann eine Tonhohe zuordnen kdnnen, wenn das Schalldruckmuster eine Peri-
odizitat aufweist. Dem entspricht, dass im Frequenzspektrum nicht beliebige Frequenzen auftreten,
sondern dass nur natiirliche Vielfache ein- und derselben Grundfrequenz f vorkommen.

Das bedeutet: Ein Ton mit bestimmter Tonhdhe und Klangfarbe ist die Summe aus mehreren
sinusartigen Schalldruckschwankungen, die unterschiedlich gewichtet in diesem Ton vorhanden sind.
Wahrgenommen werden nicht die einzelnen Sinusschwingungen, die je einem Pfeif- oder Summton
mit bestimmter Frequenz entsprechen wiirden, sondern eben der Ton (mit Tonhohe und Klangfarbe).

Diese Erkenntnis ldsst sich umgekehrt dazu nutzen Klinge zu synthetisieren.® Genau dies ist die
Idee eines elektronischen Synthesizers. Mit elektronischen Schwingkreisen lassen sich sinusartige
Spannungsschwankungen herstellen, die dann zu einem Gesamtsignal aufaddiert werden kdnnen.

Wir wollen uns in diesem Kapitel aber nicht mit der Elektronik, sondern vielmehr mit der zu-
gehorigen Mathematik beschaftigen.

5.1 Die Beschreibung der einzelnen Oberschwingung

Jede Frequenz f steuert eine sinusformige Schwankung zur Gesamtschalldruckfunktion p(t) bei. Wir
wissen, wie eine solche Schwankungsfunktion p,,(t) fiir die Obertonfrequenz f,, auszusehen hat:

pn(t) = Ay, - sin(wpt — ¢p) mit w, =21f,=27-(n+1)-fo

Der Index n zeigt an, dass es sich um die n-te Oberschwingung handeln soll. Fiir jedes n € Ny kann
ein p,(t) angegeben werden.

Dabei beschreibt die Amplitude A,,, wie stark diese Schwankung in der Gesamtschalldruckfunk-
tion p(t) vertreten ist. Falls eine Obertonfrequenz f,, gar nicht in der Gesamtfunktion p(t) vertreten
sein soll, kdnnen wir einfach A,, = 0 setzen.

©n steht fiir die Phasenverschiebung der n-ten Oberschwingung. Diese Phasenverschiebung
brauchte es zur Beschreibung der einzelnen Sinusschwingung nicht, wie wir beim Federpendel ge-
sehen hatten (Stichwort: “freie Wahl des zeitlichen Nullpunktes”). Wenn wir nun aber mehrere
Schwingungen anschauen, so kénnen diese relativ zueinander zeitlich verschoben sein, was sich ma-
thematisch durch die Phase ¢,, ausdriicken l3sst. Im nichsten Abschnitt wird auf diese Phase noch
weiter eingegangen.

5.2 Aufsummierung der Einzelschwingungen zur Gesamtschwingung

Fiir die Zusammensetzung der Gesamtschalldruckfunktion p(¢) brauchen wir (fast) nur noch die
einzelnen p,,(t) aufzusummieren:

p(t) = po(t) +pr(t) + pat) + ... = > palt)
n=0

Vielleicht siehst du hier zum ersten Mal die Schreibweise einer Summe mit dem Summenzeichen X
(= gr. Sigma). Dabei wird unterhalb von X ein Startwert fiir den Laufindex n deklariert. Oberhalb
von Y wird der Endwert angegeben. Dahinter folgt der vom Laufindex abhidngige Term, bei uns
pn(t). Das Summenzeichen sagt, dass alle p,,(t) fiir alle ganzzahligen n vom Start- bis zum Endwert
aufsummiert werden sollen.

°Analyse = Zerlegung einer Sache in ihre einzelnen Bestandteile. Gegenteil: Synthese = Zusammensetzung einer
Sache aus mehreren Einzelteilen.

18



Hier drei weitere Beispiele zur Schreibweise mit dem Summenzeichen:

10
Zi:1+2+3+...+10:55
=1
n
1)(2n +1
z‘2:12+22Jﬁ%2+...+ngzn(nJr )6( nt+l)
=1
SN () () (A et L]
£~ \4 —\4 4 4 T4 16 64 T3

Weshalb die zweite Summe gerade w und die unendlich lange Summe iiber alle natiirlichen

Potenzen von i ausgerechnet % ergibt, ist eine Frage, die wir hier nicht beantworten wollen. Dazu
wirst du in der Mathematik beim Thema Folgen und Reihen mehr erfahren.

Zuriick zur Aufsummierung der einzelnen Sinusschwingungen zur Schalldruckfunktion p(t): Der Lauf-
index n startet bei n = 0 und es gibt keinen Endwert resp. der Endwert ist co, denn im Prinzip gibt
es unendlich viele Oberschwingungsfunktionen p,(t). Wir bilden also eine unendlich lange Summe.

5.3 Die Summenbildung ohne Phasenverschiebungen

Wenn wir annehmen, es gibe unter den einzelnen Sinusschwingungen p,,(¢) keine Phasenverschie-
bungen (¢, = 0), so ist p,(t) = A,, - sin(w,t). Jedes dieser p,(t) wird jeweils beim “Start” einer
neuen Grundperiode (= Periode von py(t)) den Wert 0 annehmen, was dann folglich auch fiir die
Summe p(t) gilt. Abb. 14 zeigt dazu ein Beispiel.

1 1

1 5 . 1 . 1 .
1Periodenanfang ! Periodenanfang ' Periodenanfang
1 L)
1
1
1
1

1
pf_)(t) == Sill(3 wo t) :

AN TNl e TNl e We U

3 .
pi(t) = = - sin(2wypt)

/\ p(t) = po(t) +pi(t) + pa(t)
N : i ' LN\ ' -~ e

\/ L i N \/ e

Abbildung 14: Klangsynthese ohne Phasenverschiebung. Zu sehen sind eine Grundschwingung po(t),
sowie eine 1. und eine 2. Oberschwingung p1(t) und ps(t). Sie haben verschiedene Amplituden und
werden unten zum Schalldruckmuster p(t) aufsummiert. Da po(t), p1(t) und pa(t) relativ zueinander
nicht phasenverschoben sind, stechen alle gleichzeitig, namlich jeweils zu Beginn einer Grundperiode
durch die Nullachse, was folglich auch fiir ihre Summe p(t) gilt. AuBerdem weist p(t) gleich hinter
diesem Nulldurchgang zu Beginn der Grundperiode einen hohen Ausschlag auf, denn po(t), pi(t)
und ps(t) steigen beim Nulldurchgang ja alle an.
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5.4 Der reale Fall: Die Summe mit Phasenverschiebungen

In der Realitdt besteht das Schalldruckmuster p(t) eines Tones aus zueinander phasenverschobe-
nen Sinusfunktionen p,,(t). Diese Eigenschaft beeinflusst unseren Horeindruck des Tones allerdings
kaum, denn in unserem Ohr wird im Wesentlichen eine Frequenzanalyse vorgenommen, bei der die
Phasenverschiebungen keine Rolle spielen. Unser Gehér registriert, wie stark die Amplituden A,, der
in einem Ton enthaltenen Einzelschwingungen sind, aber die Phasen ¢,, werden nicht ermittelt.

Zur korrekten mathematischen Beschreibung der Schalldruckfunktion p(t) sind diese Phasen aber
sicher notwendig. Dabei haben wir nach wie vor die Freiheit den zeitlichen Nullpunkt nach unserem
Belieben zu setzen. Wir diirfen daher die Phase einer Schwingung auf Null setzen. Typischerweise
wahlen wir dafiir die Grundschwingung: g = 0.

Um den kleinen Unterschied zwischen dem Fall ohne und dem Fall mit Phasenverschiebunge
zu demonstrieren, nehme ich in Abb. 15 die gleichen Amplituden wie in Abb. 14, baue aber bei
der 1. und der 2. Oberschwingung je eine Phase ein. Auch wenn die beiden Schalldruckkurven nun
offensichtlich nicht mehr ganz dieselben sind, darf man feststellen, dass ihre Formen gar nicht so
verschieden ausschauen. Und effektiv wiirden sich diese beiden Schalldruckmuster gleich anhéren!

Periodenanfang Periodenanfang Periodenanfang

E po(t) = 1 - sin (Swot + 3—) i E

o AN SN O N N N N R
\/i\/\/\/i\/\/\/i\/\/

p(t) = % sin (Qw(]f - E)

= po(t) + pi(t) + pa(t

\A/\AA/\z

Abbildung 15 Klangsynthese mit Phasenverschiebung. pi(t) und pa(t) sind gegeniiber po(t) um %
resp. um _T phasenverschoben. Dadurch verlduft nun das Schalldruckmuster p(t) beim Anfang der
Grundperiode nicht mehr durch die Nullachse. AuBerdem wurde die Punktsymmetrie gebrochen, die
bei der Schalldruckkurve in Abb. 14 noch zu entdecken war.

5.5 Kurzzusammenfassung — die Mathematik eines einzelnen Tons

Das Schalldruckmuster eines Tones mit bestimmter Tonhdhe und Klangfarbe wird mathematisch
beschrieben durch eine Summe von Sinusschwingungen mit aufeinander abgestimmten Frequenzen:

=2 palt) = 3 An-sinfent = ¢n)
n=0 n=0

= Ag - sin(wot — @o) + Ay - sin(wit — p1) + Az - sin(wat — @2) + ...

wobei:  w, =2nf, =27-(n+1)- fo mit n=0,1,2,...
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6 Die Envelope am Beispiel des ungedampften Federpendels

In den vorangegangenen Kapiteln haben wir gesehen, dass die Addition von Funktionen bedeutsam
sein kann. Das komplizierte Schalldruckmuster p(t) eines Tones hat sich als Summe einzelner, wohl
aufeinander abgestimmter Sinusfunktionen p,,(t) herausgestellt. Bald werden wir weitere Situationen
kennenlernen, in denen wir akustische Phdnomene durch die Aufsummierung von Sinusfunktionen
besser verstehen konnen.

In diesem Kapitel werden wir uns nun aber zuerst mit der Multiplikation von Funktionen
beschaftigen. Dass wir auch damit neue Erkenntnisse iiber und Mdglichkeiten zur Beschreibung von
realen Phianomenen erhalten, wird sich sehr rasch zeigen. Unser Anschauungsbeispiel dazu wird das
gedampfte Federpendel sein, also das reale Federpendel, das aufgrund eines Dampfungseffektes
(Reibung resp. Luftwiderstand) nach und nach immer weniger stark ausschlagt und schlieBlich zur
Ruhe kommt.

6.1 Aligemeines zur Multiplikation von Funktionen

Zwei Funktionen f(z) und g(z) kénnen miteinander multipliziert werden und so eine neue Funktion

hz) = f(z) - g(x)

bilden. Natiirlich sind die Eigenschaften von h(x) von den Eigenschaften von f(z) und g(z) abhingig.
Dazu wollen wir an dieser Stelle ein paar wenige Aussagen machen.

Bemerkung vorneweg: Miteinander multiplizierte Funktionen sind in der hoheren Mathematik und
in der Naturwissenschaft ganz alltdglich. Das trifft fiir uns momentan noch nicht zu, denn wir sind in
der Mathematik bis dato damit beschéaftigt, verschiedenen Funktionstypen einzeln kennenzulernen:
die lineare Funktion, die quadratische Funktionen, die Wurzelfunktion, die Exponentialfunktion, die
Logarithmusfunktion, die Sinusfunktion, etc.

Aussagen iiber die Funktion h(x) = f(x) - g(x)

o h(z) = f(x) - g(x) bedeutet, an jeder Stelle x werden die Funktionswerte f(x) und g(z) im
Prinzip zuerst separat berechnet und erst danach miteinander multipliziert.

e Der Definitionsbereich von h ist die Schnittmenge der Definitionsbereiche von f und g:
Dy, = ]Df N Dg
Klar: In h(x) darf ich nur ein z einsetzen, dass auch in f(z) und g(z) eingesetzt werden kann.

Beispiel: Es seien f(z) = v/1+ 2 und g(z) = /1 —2. Dann sind Dy = [-1;+400] und
Dy = ]—o0;1]. Die Schnittmenge davon und somit der Definitionsbereich von h(x) ist das
Intervall D, =Dy N D, = [-1;1].

Abb. 16 zeigt die zugehorigen Graphen. Derjenige von f(z) ist eine nach rechts gedffnete
Waurzelfunktion, die links nur bis x = —1 definiert ist, derjenige von g(z) ist das nach links
gedffnete Gegenstiick. Das Produkt von f und g ist folglich nur auf [—1; 1] definiert und als
Graph ergibt sich interessanterweise ein Halbkreis. Das kdnnen wir sogar verstehen, denn:

h(z) = f(z) g(x) =Vitz VIi-z= /(1 +z)(l—-2)=V1-2?

Das ist genau die Funktion fiir den Halbkreis mit Radius 1, denn aus der Gleichung fiir den
Einheitskreis konnen wir ableiten:

22 +y?=1 & yP=1-—22 & y=+v1-—22

h(xz) = /1 — 22 ist die positive Variante dieser Gleichung.
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Abbildung 16: Die Multiplikation einer nach links und einer nach rechts gedffneten Wurzelfunktion
hat einen stark eingeschrankten Definitionsbereich. Als Funktionsgraph ergibt sich ein Halbkreis.

e Das Produkt zweier symmetrischer Funktionen hat auch eine Symmetrie!

Zur Erinnerung: Sogenannt gerade Funktionen (g) sind achsensymmetrisch beziiglich der
y-Achse, ungerade Funktionen (u) sind punktsymmetrisch beziiglich des Ursprungs (0, 0).

Fiir die Multiplikation zweier Funktionen gilt nun:

° g u
g —g —u
u —u =g

Beispiel: Ich multipliziere die ungerade Sinusfunktion f(z) = sinx mit der geraden Cosinus-
funktion g(z) = cos(2z). Die daraus resultierende Funktion h(z) = sinz - cos(2x) ist immer
noch ungerade, wie wir in Abb. 17 gut erkennen konnen.

Y
125
g(x) = cos(2x) h(z) = f(z)-g(x) f(z) =sinx
05
x
- -/ 2 m/2 I
-0.5
-1

Abbildung 17: Die Multiplikation der punktsymmetrischen Sinusfunktion f(z) = sinx mit der ach-
sensymmetrischen Cosinusfunktion g(x) = cos(2z) ergibt eine punktsymmetrische Funktion h(z).
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6.2 Das gedampfte Federpendel

Kehren wir zum Federpendel zuriick. Wie wir in Kapitel 2 gesehen haben, darf man den Luftwider-
stand resp. die Reibung iiber kurze Zeitraume hinweg ohne groBen Fehler vernachlassigen. Das hat
zur Folge, dass die Schwingung des Pendels extrem genau einer Sinusfunktion mit gleich bleibender
Amplitude folgt. Wir bezeichnen dies als ungedampfte Schwingung.

Natiirlich wissen wir alle, dass diese Schwingung iiber ldngere Zeitraume hinweg geringer wird.
Die Amplitude der Pendelschwingung nimmt ab und irgendwann — erst nach ziemlich langer Zeit!
— ruht das Pendel in seiner mittleren Lage. In der Realitat fiihrt unser Pendel also eine gedampfte
Schwingung aus. Dafiir sorgt vor allem der Luftwiderstand.

Abb. 18 zeigt eine Langzeitmessung mit unserem Federpendel. Wir sehen den Riickgang der
Amplitude und stellen sofort fest, dass er nicht linear erfolgt! Vielmehr schreitet die Abnahme der
Amplitude anfénglich schneller voran. Bemerkenswert ist aber auch, dass das Pendel trotz Abnahme
der Amplitude offenbar stets mit der gleichen Frequenz f schwingt. Der Takt des Pendels bleibt
trotz Verringerung der Ausschlagsstarke der gleiche.

I
|

E
8
%
&
" | Auto Fit for: Latest | Position ' . | Auto Fit for: Latest | Position
X = A*sin(B*(t-C))+D " | x = A*sin(B*(t-C))+D
0.6 A:0.1092 +/- 0.0002908 A: 0.02762 +/- 0.0001065
B: 6.966 +/- 0.002875 B: 6.995 +/- 0.004577
C: -10.19 +/- 0.006152 C: -17.25 +/- 0.06810
D: 0.7331 +/- 0.0002043 D: 0.7324 +/- 7.602E-05
Correlation: 0.9997 Correlation: 0.9995
RMSE: 0.001778 m RMSE: 0.0006471 m
T I T I T 0 T I
0 20 40 60 80
Time (s)

Abbildung 18: Trotz des Amplitudenriickgang wihrend der Schwingung des gedimpften Pendels
bleibt die Schwingungsfrequenz gleich, was an den in etwa identischen B-Werten in den beiden
Messbereichen erkennbar ist (w = B~ 7.01 = f= £ ~ 1.1Hz).

Wie kann die Abnahme der Pendelschwingung mathematisch korrekt beschrieben werden? Die
entscheidende ldee ist, dass die Schwingungsamplitude A selber als Funktion der Zeit ¢ aufgefasst
werden muss. Wir sprechen von einer zeitabhangigen Amplitude A(t). Fiir die Pendelschwingung
schreiben wir damit:

f(t) = A(t) - sin(wt) mit w=27f

Wir bemerken, dass hier zwei von der Zeit ¢ abhangige Funktionen miteinander multipliziert werden:
A(t) und sin(wt). Das gedampfte Pendel ist also ein gutes Anschauungsbeispiel fiir die Multiplikation
zweier Funktionen.

Weiter iberlegen wir uns, dass sin(wt) maximal den Wert 1 annimmt. Das bedeutet, dass A(t)
in Abb. 18 den oberen Rand der Sinusschwingung vorgibt — gerechnet ab der Mittellage.
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Die Amplitudenfunktion des gedampften Federpendels

Nun drangt sich die Frage auf, um was fiir eine Funktion es sich denn bei A(¢) handeln kénnte. Mit
etwas mathematischer Intuition kommt man bald auf die Idee einer abnehmenden Exponential-
funktion. Dafiir sprechen insbesondere zwei Uberlegungen:

e Die Amplitudenfunktion A(t) strebt mit fortschreitender Zeit gegen den Endwert 0, denn die
Schwingung wird ja immer kleiner. Die t-Achse ist also eine Asymptote unserer Schwingungs-
funktion f(t). Eine solche horizontale Asymptote ist aber eben ganz charakteristisch fiir eine
exponentielle Abnahme.

e Die Abnahme ist zu Beginn am schnellsten und wird dann immer langsamer. Beim realen Pendel
kénnen wir dieses Verhalten sehr gut nachvollziehen. SchlieBlich erfolgt die Dampfung vor
allem durch den Luftwiderstand. Dieser ist aber umso groBer, je groBer die Geschwindigkeit des
Pendels ist. Bei groBerer Amplitude ist das Pendel aber eben auch mit groBerer Geschwindigkeit
unterwegs. D.h., die Abnahme der Pendelschwingung aufgrund des Luftwiderstandes erfolgt
bei groBerer Amplitude eben schneller.

Eine exakte Exponentialfunktion ergibt sich aber immer dann, wenn die Verinderung Af
einer GroBe f pro Zeitabschnitt At proportional zum aktuellen Wert der GréBe ist. So oder
zumindest so dhnlich diirfte das bei unserem gedampften Federpendel sein. Deshalb ist die
Annahme einer exponentiellen Abnahme recht gut.

Fiir eine abnehmende Exponentialfunktion setzen wir beispielsweise an:'°

t

Alt) = Ao - (%)T/z

Dabei treten mit Ag und T}/, zwei neue Parameter auf:

e A steht fiir den Anfangswert der Amplitude. Im Beispiel von Abb. 18 kdnnen wir fiir die
doppelte Anfangsamplitude ungefahr einen Wert von 0.86 m — 0.61 m = 0.25m ablesen. D.h.
die Startamplitude dieser Messung betrug etwa Ay = @ =0.125m = 12.5cm.

e Mit der Basis % in der Exponentialfunktion wird 77 /5 zur sogenannten Halbwertzeit. Damit
meint man die Zeitspanne, in der sich der Wert der Amplitude jeweils halbiert. Im Beispiel von
Abb. 18 finden wir dafiir ungefahr T’ 5 ~ 30s.

Im Exponenten steht mit %/2 der Bruch, der uns angibt, wie oft die Halbwertzeit T /5 in der
Zeit t enthalten ist.!!

Nehmen wir z.B. t = 755, so ergibt ﬁ den Wert 2.5. D.h., in 75s verstreichen zweieinhalb
Halbwertzeiten, woraus folgt, dass unsere Amplitude in 75s zweieinhalb mal halbiert wird —
der Faktor % wird bis zum Zeitpunkt ¢ = 75s zweieinhalb mal auf die Anfangsamplitude A
angewendet. Genau dafiir sorgt der Exponent %/2 = 2.5.

°Bemerke: Exponentialfunktionen heiBen so, weil die Variable im Exponenten einer Potenz auftritt!
113_75 sagt uns, wie oft 7 in 35 enthalten ist, ndmlich fiinfmal. Entsprechend sagt uns #/2 wie oft die Halbwertzeit
Ty/2 in der Zeit t enthalten ist. “Wie oft ist etwas in etwas anderem enthalten?” ist die Grundfrage, die durch die

Division beantwortet wird.
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6.3 Gesamte Schwingungsfunktion f(t) des Federpendels und Envelope A(t)

Nun koénnen wir alles zusammensetzen und erhalten fiir das geddampfte Federpendel die Funktion:

1

ft)=A4- <§>T1/2 - sin(wt) mit w=2nf
—_——

= A(t)

Abb. 19 zeigt diese Funktion in GeoGebra, wobei ich Ap = 12.5cm, Ty = 30s und f = 1.1Hz
resp. w = 7.0% gesetzt habe. Sie entspricht sehr gut unserer Versuchsaufzeichnung in Abb. 18. Der
Unterschied besteht vor allem darin, dass die mittlere Hohe nun auf Null liegt.

Extra zusatzlich eingetragen habe ich den Verlauf der zeitabhiangigen Amplitudenfunktion A(t).
Sie bildet den oberen Rand der Sinusschwingung. Zeichne ich gleichzeitig auch noch —A(t), also
den unteren Rand, ein, so wird klar, weshalb die zeitabhdngige Amplitude A(t) auch als Einhiillende
(Kurve), Hiillkurve oder Envelope bezeichnet wird. Ihr Graph hiillt die Sinusschwingung ein.

Solche einhiillenden Kurven werden wir noch mehrmals antreffen. In der Akustik stehen sie z.B.
fiir die Lautstarkeentwicklung eines Tons, wie du dir nun vielleicht schon denken kannst.

Aktuelle Pendellage f(t) (cm)

 ;

N 7@y =4y (7)7 sin(ut)

W

T~
T
M~
—~

-
| 11
|
|
| J

Abbildung 19: Der Schwingungsriickgang des gedampften Pendels in GeoGebra. Zusitzlich einge-
tragen ist der Graph der zeitabhingigen Amplitudenfunktion A(t), also die einhiillende Kurve der
Pendelschwingung, inkl. ihrem Negativen.
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7 Die Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus

Manche akustische Phanomene lassen sich offenbar durch Aufaddierung mehrerer Sinusschwingungen
verstehen. So haben wir z.B. in den Kapiteln 4 und 5 verstanden, dass sich das Schalldruckmuster
p(t) eines Tones aus der Summe iiber mehrere sinusartige Schalldruckschwankungen p,,(¢) mit wohl
aufeinander abgestimmten Frequenzen f,, ergibt. In den folgenden Kapiteln werden wir weitere
Phanomene kennenlernen, deren Erkldrung jeweils auf der Addition mehrerer Sinusfunktionen beruht.
Dazu gehéren z.B. Schwebungen, aber auch stehende Wellen auf eingespannten Saiten.

Zunichst bendtigen wir allerdings nochmals einen trigonometrischen Input. Es geht um die
sogenannten Additionstheoreme fiir die Sinus- und die Cosinusfunktion. Erst mit Hilfe dieser Ad-
ditionstheoreme wird es uns moglich sein die oben genannten Phanomene in den weiteren Kapiteln
zufriedenstellend, also auch mathematisch, wirklich gut zu verstehen und zu erklaren.

Dieses Kapitel ist relativ kurz. Es beschrankt sich darauf die Additionstheoreme vorzustellen und
ihre Verwendung an ein paar Beispielen zu demonstrieren. Die Herleitung der Additionstheoreme
verlege ich in den separaten Anhang A, denn sie ist mit der uns momentan zur Verfiigung stehenden
Mathematik ein wenig umstindlich und derzeit nicht sonderlich Gewinn bringend.'?

7.1 Vorstellung der Additionstheoreme und Doppelwinkelformeln

Ich beginne gleich mit dem Merkkasten. Wer mathemathisch etwas auf sich hilt, kann die hier
vorgestellten Additionstheoreme und Doppelwinkelformeln auswendig!

Die Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus

Unter den Additionstheoremen fiir die Sinus- und die Cosinusfunktion versteht man die
folgenden vier Gleichungen, die fiir beliebige Winkel o« und B giiltig sind:

sin(a + ) = sina cos B+ sin f cos «
sin(a — ) = sina cos f —sin B cos «
cos(a+ ) = cosa cos B — sina sin
cos(a — ) = cosa cos B + sina sin

Aussage: Sinus/Cosinus einer Summe oder Differenz zweier Winkel o und 3 kénnen stets
auf eine Kombination aus Sinus und Cosinus von o und (3 selber zuriickgefiihrt werden!

Oftmals werden diese vier Additionstheoreme mit den Zeichen + und F zu lediglich zwei
Gleichungen zusammengefasst. In der Notation mit Winkeln im BogenmaB, fiir welche die
Additionstheoreme natiirlich in gleicher Weise gelten, sieht das folgendermaBen aus:

sin(z £ y) =sinz cosy + siny cosx

cos(x £ y) = cosx cosy Fsinx siny

Die Doppelwinkelformeln fiir Sinus und Cosinus

Aus den Additionstheoremen lassen sich sofort die beiden Doppelwinkelformeln fiir Sinus
und Cosinus ableiten. Sie gelten wiederum fiir beliebige Winkel o (resp. x):

sin(2a) = 2 sina cos «

cos(2a) = cos?a —sina =2 cos’a—1=1-2sin’a

2Wenn wir uns irgendwann in der 4. Klasse, z.B. im physikalischen Ergianzungsfach, ein paar “elegantere’ mathe-
matische Methoden erarbeitet haben werden — dabei wéren z.B. die Matrizenrechnung oder die komplexen Zahlen
zu nennen — ergeben sich diese Additionstheoreme fast wie von selbst. Die Herleitung wird quasi zum Einzeiler.
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7.2 Aussage und Plausibilisierung der Additionstheoreme

Damit wir trotz dem in den Anhang A verschobenen Beweis der Additionstheoreme eine Idee davon
haben, welche Zusammenhinge da hergestellt werden, betrachten wir Abb. 20.

Sinus und Cosinus stehen fiir die Koordinaten von Punkten auf dem Einheitskreis. Die Addi-
tionstheoreme stellen also einen Zusammenhang her zwischen den Koordinaten der drei Punkte
P(cos a,sin ), Q(cos B,sin ) und R(cos(a + B),sin(a + ﬁ)) Die Behauptung ist, dass die Ko-
ordinaten von R durch die Koordinaten von P und @ ausgedriickt werden kdnnen. Das ist nicht
sonderlich abwegig, denn schlieBlich kann die Drehung um den Winkel o + 3 (von der z-Achse aus
im Gegenuhrzeigersinn) verstanden werden als Summe aus einer Drehung um « mit anschlieBender
Drehung um 3 oder umgekehrt. Es ware eher erstaunlich, wenn es zwischen den Koordinaten von
P, @ und R keinen Zusammenhang gabe!

Y
Q(cos 3, sin )

P(cos a, sin a)

R(cos(a + B), sin(a + 3))

&

«

<\1 0.5 0 0.5 ,

Abbildung 20: Die Aussage der Additionstheoreme: Die Koordinaten des Punktes R(cos(a +
B),sin(a + )) hangen von den Koordinaten der Punkte P(cos «,sin «) und Q(cos f3,sin ) ab.

Bemerkung 1: Zur graphischen Bewusstmachung in Abb. 20 passt, dass die Additionstheoreme fiir
a+ B symmetrisch in « und 3 sind. Das kann gar nicht anders sein, denn wegen der Kommutativitat
der Addition muss ja gelten:

sin(a + ) = sin(f + «) und cos(a+ B) = cos( + «)

Man kann also o und 3 miteinander vertauschen und erhalt immer noch dasselbe Resultat.

Bemerkung 2: Die Additionstheoreme fiir Winkeldifferenzen o« — 3 lassen sich sofort aus denjenigen
fiir die Winkelsummen a + § ableiten, denn schlieBlich ist « — 5 = o + (—f) und wir kennen die
Symmetrierelationen fiir Sinus und Cosinus: sin(—«a) = —sin« und cos(—a) = cos a.
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7.3 Doppelwinkelformeln — Herleitungen, etc.

Zur Abwechslung benutze ich in diesem Abschnitt die Winkelbezeichnungen x und y fiir Winkel im
BogenmaB. Aber natiirlich gelten alle Aussagen auch fiir Winkel o und 8 im GradmaB.

Oftmals von Nutzen sind die einfacheren Gleichungen, die sich aus den Additionstheoremen
fiir den Fall y = = ergeben. Es ist dann x + y = 2x, weshalb man diese neuen Gleichungen als
Doppelwinkelformeln fiir Sinus und Cosinus bezeichnet. Rasch leiten wir her:

sin(2x) = sin(z + z) = sinx cosx + cosz sinz = 2 sinz cos

2 2

cos(2x) = cos(x + x) = cosz cosx — sinx sinx = cos® x — sin“z

Die Formel fiir den Cosinus ldsst sich unter Verwendung des trigonometrischen Pythagoras

2 2 2 2 2

sin? x4 cos?z = 1 resp. sin“x =1—cos”x resp. cos“x =1—sin“x

in zwei manchmal praktischere Varianten umformen:
cos(2x) = cos? z — sin®z = cos®z — (1 — cos? x) = 2cos?x — 1
oder: cos(2z) = cos’z —sinz = (1- sin? z) — sinz =1—2sin’z

Damit wird aber klar, dass die Funktionen sin? z und cos® z als modifizierte Sinus- resp. Cosinus-

funktionen aufgefasst werden kdnnen — eine Erkenntnis, die uns spater in anderen Bereichen der
Mathematik punktuell sehr niitzlich sein wird! Betrachten wir zunichst sin? z:

2

1 1
cos(2z) =1 — 2sin’ = 2sin® x = 1 — cos(2x) & sin” z = 575 cos(2x)

Nun ist eine negative Cosinusfunktion dasselbe wie eine um 3 nach rechts phasenverschobene Si-

nusfunktion: — cosy = sin (y — g) Daraus folgt aus dem Ausdruck oben:

1 1
sian:§+— sin<2x—z)

2 2
sin? z ist also eine modifizierte Sinusfunktion mit Parametern A = % B=2 ¢=5und D= %
Ganz analog finden wir fiir cos? z:
1 1 1 1 7T
2 .
4rgeme b b (e
cos” 2+2cos(x) 2+2sm x+2
sin? z und cos? z sind “doppelt so schnelle Sinuskurven” (B = 2), wie Abb. 21 zeigt.
Y sinz = é - sin (2;1 — g) + é
1.5
cos’x = % - sin (2.r+ g) + %
0.5
0 mn/2 ™ 3m/2 z

Abbildung 21: Die Graphen von sin? z und cos® 2 — nichts anderes als modifizierte Sinuskurven.
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8 Schwebungen — ein erstes Interferenzphanomen

Abb. 22 zeigt folgenden Versuch: Zwei Lautsprecher erzeugen je einen Sinuston, wobei ihre Frequen-
zen so nahe beieinander liegen, dass wir zwischen den beiden Tonhohen beim einzelnen Anhoren der
Tone nur einen minimalen Unterschied bemerken — z.B. f; = 146 Hz und f» = 154 Hz.

Tont es aus beiden Lautsprechern gleichzeitig, so erleben wir eine Uberraschung! Anstatt der
beiden separaten Tone nehmen wir nun einen rasch an- und abschwellenden Summton (“Wah-
Wah"-Effekt) wahr, dessen Tonhohe resp. Frequenz zwischen den beiden Einzeltonen zu liegen
scheint. Dieses akustische Phdnomen bezeichnet man als Schwebung. In diesem Kapitel wollen wir
mathematisch verstehen, wie eine derartige Schwebung entsteht. Mit den Additionstheoremen aus
Kapitel 7 ist das gar nicht so schwierig.

Abbildung 22: Das Versuchssetting zur Schwebungsmessung: Zwei Lautsprecher erzeugen je einen
Sinuston. Das Mikrofon registriert die Uberlagerung beider Wellen.

Mit der Schwebung erleben wir ein erstes Mal, dass bei der Uberlagerung von Wellen neue und
unerwartete Effekte entstehen kdnnen, die wir mit dem Oberbegriff Interferenz bezeichnen. Damit
meint man die Tatsache, dass sich mehrere Wellen gegenseitig verstarken oder umgekehrt ausloschen
konnen. Die Fachbegriffe hierfiir sind die konstruktive und die destruktive Interferenz. Im Falle
der Schwebung wechseln sich konstruktive und destruktive Interferenz der beiden Schallwellen ab,
was den “Wah-Wah-Effekt” erzeugt.

Interferenz ist fiir Wellenphdanomene charakteristisch! D.h., wenn ich irgendwo ein Interferenzpha-
nomen beobachte, darf ich daraus schlieBen, dass es durch eine Art von Wellen hervorgerufen oder
zumindest erklart werden kann resp. muss.

8.1 Der mathematische Ansatz

Wir stellen uns die Frage, welche Gesamtschwingung sich ergibt, wenn sich zwei gleich starke Schwin-
gungsfunktionen p;(t) und pa(t) mit unterschiedlichen Frequenzen f; und f5 iiberlagern. Dabei be-
deutet der Ausdruck “gleich stark”, dass wir von gleich groBen Amplituden A = A; = As ausgehen
wollen. Es sind also:

p1(t) = Asin(wit) und pa(t) = Asin(wat) mit w; =27f; und wo =27fy

Zur Verdeutlichung: pi(t) und po(t) stehen fiir die beiden Schalldruckschwankungen, die in den
Lautsprechern erzeugt und gleichzeitg in unserem Ohr resp. bei einem Mikrofon ankommen.
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Die Uberlagerung — im Fachjargon: die Superposition — entspricht der Summe beider Einzel-
schwingungen:

Drotal(t) = p1(t) + p2(t) = Asin(wit) + Asin(wat) = A - [sin(wlt) + sin(wgt)]

Zur weiteren mathematischen Behandlung dieses Ausdrucks definieren wir als Erstes zwei neue Fre-
quenzwerte, namlich die mittlere Frequenz f und die Frequenzdifferenz Af. Dabei wollen wir
annehmen, dass fy > f7 ist.

it fe
2

iz und  Afi=fo—fi

Im Beispiel mit f; = 146 Hz und f, = 154 Hz sind f = 150 Hz und Af = 8 Hz. Damit lassen sich
die beiden urspriinglichen Frequenzen neu schreiben:

Af
2

_ - A
n=i-5L wa p=gif
Klar: Die tiefere Frequenz f; entspricht der mittleren Frequenz f abziiglich der halben Frequenzdif-

ferenz % und die hohere Frequenz f5 entspricht dem Frequenzmittelwert f zuziiglich der halben

Frequenzdifferenz %.
Entsprechend definieren wir eine mittlere Kreisfrequenz w und eine Kreisfrequenzdifferenz

Aw, mit denen sich dann die beiden Kreisfrequenzen wy und ws neu schreiben lassen:

_ w1t w2
2

und Aw = w9 —wy wobei @ =27f und Aw=2rAf

Fiir die einzelnen Kreisfrequenzen schreiben wir damit:

_ Aw _ Aw
wp=w——7 und wgzw+7

Mit diesen Ausdriicken fiir wq und wo und unter Anwendung der Additionstheoreme konnen wir nun
die Superposition piotal(t) elegant weiterbearbeiten:

Ptotal (t) =D (t) + D2 (t)
= A - [sin(w; t) + sin(wa t)]

—afsin (- 52) 1)+ (o4 52) )

=A- }in(wt—%t)—i—sin(wt—i—%t)]

=A- -sin ((D t) cos (% t) — cos ((Z) t) sin <% t)
+ sin ((D t) cos (% t) + cos ((Z) t) sin <% t>]

=2A -sin ((D t) CoS (% t)
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Dieses Resultat schreibe ich nochmals neu:

Drotal(t) = 2A cos <% t) - sin ((D t) = 2A cos <27T % t) - sin (27T ft)
—_——

=A(t) =A(t)

Interpretation

e Tatsachlich ist es uns dank der Additionstheoreme fiir die Sinusfunktion gegliickt die urspriingli-
che Summe in ein Produkt umzuschreiben. Darin taucht hinten die erwartete Sinusschwingung
in Form des Faktors sin (27Tf t) auf.

Die Gesamtschwingung enthilt also tatsichlich die Frequenz f, die dem Mittelwert der beiden
urspriinglichen Frequenzen f1 und f5 entspricht. Diese mittlere Frequenz f gibt die Tonhohe
des Schwebungstones vor.

e Allerdings hat die Gesamtschwingung piotal(t) nun eine von der Zeit ¢ abhingige Amplitu-
de A(t) erhalten. Dass dabei eine Cosinusfunktion herausgekommen ist, spielt keine Rolle.

Entscheidend ist, dass sich diese zeitabhangige Amplitude mit der Frequenz % verandert.

Liegen die beiden Frequenzen fi und f5 relativ nahe beieinander, so ist Af klein und die
Amplitude verindert sich im Vergleich zur mittleren Frequenz f nur sehr langsam. Damit
wird A(t) zur einhiillenden Kurve fiir die rasche Schwingung sin (27 f¢). D.h., A(t) steuert
das lauter und leiser Werden des Sinustones und ist somit verantwortlich fiir den “Wah-Wah-
Effekt”

2.756 4

2.70

Sound Pressure

2.65

2.60 T T T T | T T T T i T T T T |
0.0 0.1 0.2 0.3
Time (s)

Abbildung 23: Die Messung der Schwebung: Eine schnelle Sinusschwingung wird durch eine selber
sinusartige Envelope eingehiillt. Dies entspricht dem an- und abschwellenden Sinuston.

In Abb. 23 sehen wir die reale Messung des Mikrofons. Es ist offensichtlich: Der Schwebungston
ist eine in eine Envelope eingehiillte Sinusschwingung. Die einhiillende Funktion entspricht selber
einer langsameren Sinusschwingung, deren Frequenz sich gut ablesen ldsst: Zwei Bauche — also
eine ganze Periode der Einhiillendenfunktion A(t) — haben eine Lénge von 0.25s. Das ergibt eine
Frequenz von 4.0 Hz, was genau unseren Berechnungen entspricht, denn es muss ja frny = % sein.

Die Schwebungsfrequenz, also die Frequenz des “Wah-Wahs", ist mit 8 Hz aber doppelt so
groB wie die Frequenz in A(t), denn bei jedem einzelnen Bauch ist der Ton laut und bei jeder
Engstelle ist er leise. Die Schwebungsfrequenz entspricht also genau dem Frequenzunterschied A f.

Abb. 24 zeigt die mathematische Reproduktion der Schwebung in GeoGebra. Aufsummiert werden
ebenfalls zwei Schwingungen p1(t) und pa(t) mit f; = 146 Hz und fo = 154 Hz, die oberhalb des
Schwebungsmusters piota1 () einzeln gezeigt werden.
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Schalldruck p(t)

t =0.06255 s1 £ 0.1875s 1

mn},_,,,mHHHmv'
gk

Abbildung 24: Die Simulation der Schwebung mit GeoGebra. Oben die zwei einzelnen Sinusschwin-
gungen pi(t) und pa(t). Unten die Summe pyotal(t), also das Schalldruckmuster der Schwebung.

8.2 Interferenz — ein Grundphinomen bei der Uberlagerung von Schwingungen

In Abb. 24 sehen wir sehr gut, wie die Schwebung zustande kommt: Bei ¢ = 0 schwingen die
beiden Funktionen p;(t) und pa(t) im Gleichtakt. Sie addieren sich zur doppelten Amplitude der
Einzelschwingung. Dieses sich gegenseitig Verstarken bezeichnet man als konstruktive Interferenz
der beiden Schalldruckschwankungen resp. Schallwellen.

Da pa(t) etwas schneller als p;(t) schwingt, halt der Gleichtakt nicht lange an. 0.0625s spater
hat die schnellere Schwingung p2(t) ein halbe Periode mehr hinter sich gebracht als p;(¢). Dann
schwingen die beiden Funktionen gegeneinander. Sie addieren sich zu 0 auf und der Ton ist kurzzeitig
nicht mehr horbar. Dieses sich gegenseitige Ausloschen nennt man destruktive Interferenz.

Die Abwechslung zwischen konstruktiver und destruktiver Interferenz werden wir bei wellenartigen
Phanomenen immer wieder antreffen. Es ist ganz charakteristisch fiir solche Phianomene. Abb. 25
zeigt nochmals die allgemeine Idee.

/\/

Wellen konstruktive
in Phase + - Interferenz

/\/

/\_/

Wellen um 7 destruktive
phasenverschoben + - Interferenz

e o =

Abbildung 25: Interferenz bei der Superposition von zwei Wellen resp. Schwingungen.
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9 Laufende Wellen

Schallwellen bewegen sich durch die Luft, in einem gespannten Seil kann man Wellenberge und -taler
laufen lassen, Licht hat offenbar auch etwas mit sich ausbreitenden Wellen zu tun, etc.

In diesem Kapitel soll nun die mathematische Beschreibung einer solchen laufenden Welle
erfolgen. Mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ und der Wellenldnge X\ lernen wir dabei zwei
sehr wichtige neue GroBen kennen.

9.1 Das Ablésen eines einzelnen Wellenberges
Denke dir die folgende Situation (vgl. Abb. 26):

(a) Aus dem obersten Stock eines hohen Hauses lasst du, am Fenster stehend, ein relativ langes
Seil auBen am Haus herunterhdngen. Der Einfachheit halber wird es in Abb. 26 allerdings
horizontal gezeichnet.

(b) Fiihrst du mit der Hand eine kurze seitliche Auslenkung aus, so nimmt das Seil diese auf und
leitet sie in sich weiter.

(c) In der Folge siehst du, wie sich ein Wellenberg im Seil fortpflanzt. Dies macht er mit einer
bestimmten Ausbreitungsgeschwindigkeit c.

Bemerkung 1: Alle Arten von Signalen werden im Seil mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ wei-
tergegeben, so auch Wellen. Deshalb spricht man auch von der Signal- oder Wellengeschwin-
digkeit. Sie hangt vor allem von der Beschaffenheit des Seils (Dicke, Material) und von dessen
Spannung ab, hingegen praktisch iiberhaupt nicht von der Anregungsfrequenz f.

Bemerkung 2: Nicht das Seil bewegt sich, sondern nur der Wellenberg. Jede Stelle im Seil gibt
ihre seitliche Auslenkung an die nichste Stelle weiter.

(a) Seil ohne Anregung

(b) Anregung durch die Hand =- ein Wellenberg 16st sich ab

)
o
e
=}
=
o
e]
~
5
)
=3
e
@
=
ae
=
)
a
=
o
®
~
=
=
=
@
03
o
=
o

B

Ort der
Hand

Abbildung 26: Das Loslésen eines Wellenbergs vom Ort der Anregung. Ein von der Hand gegebener
Impuls wird im Seil mit der Wellengeschwindigkeit ¢ weitergegeben.
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9.2 Die Anregung einer laufenden Welle

Natiirlich kannst du mit der Anregung des Seils fortfahren. Schiittelst du das Seil weiter sinusartig hin
und her, so l6sen sich standig weitere Wellenberge und Wellentaler von der Hand ab und es entsteht
eine sinusformige laufende Welle (vgl. Abb. 27). Dabei bezeichnen wir die Distanz zwischen zwei
benachbarten Wellenbergen (oder -tilern) als Wellenldnge .

Pro Periode T' der Anregungsschwingung I6st sich genau eine Wellenldnge A von der Hand. Oder
anders: Pro Periode T' geht die Welle um die Strecke A vorwirts. Daraus ergibt sich der wichtige
Zusammenhang zwischen Wellenldange A, Periode T und Ausbreitungsgeschwindigkeit c:

= resp. A=c-T (vgl. s = v - t bei einer gleichformigen Bewegung)
Nochmals konkret: Regt die Hand das Seil mit einer langsamen Schwingung an, so ergeben sich groBe

Abstande zwischen zwei Wellenbergen. Eine groBe Periode T' erzeugt also eine groBe Wellenlange A.
Umgekehrt erzeugt eine schnelle Schwingung (7" klein) eine kleine Wellenlange .

Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢

Verstreichen
einer

Periode T'

Wellenléinge A =c¢- T

Anregungsort

Abbildung 27: Die Anregung einer laufenden Sinuswelle. Pro Periode T' der Anregungsschwingung
|6st sich genau eine Wellenldnge A ab.

34



Die Periode T der Anregungsschwingung lasst sich wie immer durch das Inverse ihrer Frequenz
f ausdriicken: T' = % Ersetzen wir damit in der Gleichung oben die Periode 1" durch die Frequenz
f, so erhalten wir folgende Gleichung:

A
c=r c f
Dieser rechnerische Zusammenhang gilt fiir beliebige Arten von Wellen in beliebigen Medien: Das
Produkt aus Frequenz und Wellenlange ist stets gleich der Ausbreitungsgeschwindigkeit. Das wollen

wir uns merken!

9.3 Die mathematische Beschreibung der laufenden Welle

Wird das Seil in Abb. 26 von einer Sinusschwingung mit Amplitude A und Frequenz f angeregt, so
hat die laufende Welle automatisch die Form einer Sinuskurve. Deren Wellenlange folgt direkt aus
der durch das Seil vorgegebenen Ausbreitungsgeschwindigkeit c:

C
A=

Rep.: Bei den Betrachtungen zur modifizierten Sinusfunktion in der Mathematik haben wir gesehen,
dass die Information iiber die horizontale Streckung im Parameter B enthalten ist. So beschreibt

_27T

f(z)=A-sin(B(z - C)) mit B Iz

eine Sinusfunktion mit Amplitude A und Periode P, die zudem um die Strecke C nach rechts
verschoben ist.

Achtung! In dieser Formulierung hat die Periode nichts mit einer Zeitspanne zu tun. Wir be-
finden uns in einem rein mathematischen z-y-Koordinatensystem und die Periode P steht einfach
fiir die horizontale Lange einer einzelnen ganzen Sinusschwingung (= Distanz von Wellenberg zu
Wellenberg).

Bei der Seilwelle in Abb. 26 handelt es sich nun aber bei der horizontalen Achse tatsdchlich um
eine Ortsachse. Sie wird zwar in der Regel auch mit x bezeichnet, steht jetzt aber wirklich fiir einen
realen Ort — eben eine Stelle x auf dem Seil — und muss im Prinzip mit der Einheit Meter versehen
werden. Dem entsprechend wird die mathematische Periode P bei einer solchen laufenden Welle
zur Wellenlange \. AuBerdem erhilt der Parameter B einen neuen Namen. Wir bezeichnen ihn als
Wellenzahl k. Damit schreiben wir fiir eine um die Strecke C' nach rechts verschobene Welle:

_271'

h(z) = A -sin (k(z — C)) mit & 3

Wofiir steht die Wellenzahl k7 Gegeben ist sie ja durch k = 27” In Worten: "2 pro Wellenldnge”
oder eben “eine Runde auf dem Einheitskreis pro eine bestimmte Strecke”. lhre Einheit muss die
Dimension “Zahl durch Lange" aufweisen. Sie muss also % lauten. Wiirden wir beim Winkel 27
zudem die Hilfseinheit rad notieren, so ware die k-Einheit %. Dies mag hier fiir das Verstandnis
von k effektiv hilfreich sein, wie wir uns an einem Beispiel iiberlegen wollen.

Beispiel: Betrdgt z.B. die Wellenlange unserer Seilwelle A = 0.5m, so betrdgt die Wellenzahl
k= 0.257Tm = 477% resp. k = 4m %. Das bedeutet: “Pro Meter Seillinge wird im Einheitskreis ein
Winkel von 4 (rad) abgefahren.” Das entspricht zwei vollen Umdrehungen im Einheitskreis und

somit eben zwei vollen Wellenlangen pro Meter.

Die Wellenzahl k steht also fiir die pro Meter abgefahrene Bogenlinge auf dem Einheitskreis.
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Zuriick zur Beschreibung der laufenden Welle: Soll die Welle mit der konstanten Geschwindigkeit
¢ nach rechts laufen, so miissen wir dafiir die Rechtsverschiebung C' gleichférmig mit der Zeit ¢
anwachsen lassen. D.h., wir schreiben fiir C' einfach C = ¢ - t,'3 sodass folgt:

h(z,t) = A-sin (k(z — ¢ 1))

Beachte: h(x,t) ist nun eine Funktion, die vom Konzept her von zwei Variablen abhéngig ist. Jeder
Stelle z auf dem Seil wird zu jedem Zeitpunkt ¢ eine Auslenkung h(z,t) zugeordnet.

Die Funktion h(z,t) kann nach ein paar Umformungen unter Verwendung der Beziehungen
k= 27” ¢ = Af und w = 27 f noch etwas einfacher notiert werden:

h(z,t) = A-sin (k(z —c- 1)) | ausmultiplizieren
2
= A -sin(kx — kct) ]k:z%,c:)\f
:A-sin(m—Q—”-Af-t> |\ kiirzen
A
= A -sin(kx — 2nf - t) |w=2nf

= A - sin(kx — wt)

Damit haben wir die Beschreibung der nach rechts laufenden Sinuswelle komplett und kompakt
beieinander. Die nach links laufende Welle unterscheidet sich davon nur im Vorzeichen von wt, denn
fiir die Geschwindigkeit wiirden wir einfach den negativen Wert —c einsetzen. Halten wir fest:

Sinusfunktionen fiir laufende Wellen
Auf der x-Achse (= Ortsachse lings der Ausbreitungsrichtung der Welle) nach rechts resp.
nach links laufenden Sinuswellen werden beschrieben durch die Funktionen:

h_(z,t) = A - sin(kx — wt) resp. he(z,t) = A-sin(kz + wt)
Diese Funktionen hdngen von den beiden Variablen x und t ab: Sie weisen jeder Stelle x
auf der x-Achse zu jedem Zeitpunkt t eine Auslenkung h_,(x,t) resp. h(x,t) zu.

Die in den Funktionsgleichungen enthaltenen Parameter sind:

A = Amplitude = maximale Auslenkung der Welle

k = 2% = Wellenzahl = Winkel (im BogenmaB) pro Meter

A = Wellenlange = Distanz vom einen zum nachsten Wellenberg

w =27 f = 2% = Kreisfrequenz = Winkel (im BogenmaB) pro Sekunde
f = & = Frequenz der Anregung

= Nl

T= 7= Periode der Anregung

Weiter gelten, wie fiir jede Art von Welle, die folgenden Beziehungen fiir die Ausbreitungs-
geschwindigkeit ¢ innerhalb des Mediums:

BDies ist die Bewegungsgleichung fiir die nach der Zeit ¢ zuriickgelegte Strecke bei einer gleichférmigen Bewegung,
s = v - t, nur dass die Geschwindigkeit jetzt mit ¢ und der Ort mit C notiert wurde.
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10 Stehende Wellen

Im Kapitel 9 hatten wir die in einem Seil laufenden Wellen beobachtet, wenn dieses am einen Ende
angeregt wird und in die andere Richtung quasi unendlich lange ist. Bei Saiteninstrumenten ist die
eingespannte Saite mit einem Seil vergleichbar. Allerdings ist sie auf beiden Saiten eingespannt.
Dies fiihrt dazu, dass eine in der Saite laufende Welle jeweils an den Saitenenden reflektiert (=
Zuriickgeworfen) wird. Wir haben dann also die Situation, dass in der Saite gleichzeitig Wellen
nach links und nach rechts laufen. Diese Wellen iiberlagern sich (Superposition!) und miissen in der
mathematischen Beschreibung der Saite wohl aufaddiert werden. Das wollen wir in diesem Kapitel
mathematisch angehen.

Gleichzeitig wissen wir aber von der Beobachtung eines zweiseitig eingespannten Gummiseils —
das eine “langsam schwingende Version” einer Instrumentensaite darstellt — was bei dieser Addition
herauskommen muss: Rege ich das Gummiseil mit einer beliebigen Frequenz an, so zittert es ein
bisschen, aber eine ausgepragte Reaktion ist nicht zu beobachten. Bei ganz bestimmten Frequen-
zen hingegen wird Resonanz sichtbar. Das Gummiseil reagiert ganz deutlich mit der Ausbildung
einer stehenden Welle, also einer sinusartigen Welle, die sich langs des Seil nicht mehr verschiebt.
Auf die Beschreibung dieser stehenden Welle wollen wir in diesem Kapitel zuerst eingehen, bevor
am Ende des Kapitel zu den zwei entgegengesetzt laufenden Wellen zuriickkehren und mittels der
Additionstheoreme aufzeigen, dass daraus effektiv eine stehende Welle resultieren muss.

10.1 Stehende Wellen auf zweiseitig eingespannten Seilen

Betrachten wir das schwingende Gummiseil unter Stroboskoplicht, so konnen wir es durch passende
Frequenzeinstellung des Lichts scheinbar zum Stillstand bringen. Abb. 28 zeigt einen Versuch, bei
dem die Lichtfrequenz gerade doppelt so groB ist wie die Schwingungsfrequenz des Seils (= Anre-
gungsfrequenz des Vibrators). Diese Anregungsfrequenz entspricht offenbar einer Eigenfrequenz des
Seils. Sie wird vom Seil gut aufgenommen und zwar in Form dieser Eigenschwingung.

Im Seil sind fiinf sogenannte Knotenpunkte erkennbar. Das sind Stellen, wo sich das Seil nicht
bewegt. Zwischen diesen Knotenpunkten schwingt das Seil in Wellenbduchen auf und ab. So sieht
eine reale stehende Welle aus.

Abbildung 28: Eine stehende Welle auf dem beidseitig eingespannten Seil im Licht des Stroboskops.
Der Vibrator im Vordergrund trifft genau eine Resonanz- resp. Eigenfrequenz des Gummiseils. Es
schwingt in seiner 5. Oberschwingung (5 Knotenpunkte und 6 Wellenbiuche). Das Stroboskoplicht
blitzt mit der doppelten Frequenz des Seils, sodass wir das Seil in zwei Positionen sehen.
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Die Anzahl der Knotenpunkte kann zur Durchnummerierung der verschiedenen stehenden Wellen
verwendet werden. Betrachten wir dazu Abb. 29. Wir beginnen bei n = 0, denn die sogenannte
Grundschwingung (= Eigenschwingung mit der tiefsten Frequenz) hat keine Knotenpunkte, sondern
nur einen Wellenbauch zwischen den Seilenden. Die stehende Welle mit zwei Wellenbduchen und 1
Knotenpunkt ist die 1. Oberschwingung. Die 2. Oberschwingung hat schon 2 Knotenpunkte und
drei Wellenbiuche. Bei n Knotenpunkten sprechen wir von der n-ten Oberschwingung.

Im Versuch mit dem Gummiseil |dsst sich weiter beobachten, dass die Eigenfrequenzen f,, der
Oberschwingungen allesamt natiirliche Vielfache der Grundfrequenz f;. Es gilt also:

fa=Mm+1)-fo mit n=0,1,2,...

Diese Beobachtung resp. Eigenschaft des Seils werden wir in den Abschnitten 10.5 und 10.6 genau
verstehen. Sie macht die Saite zu einem klingenden Musikinstrument! Erinnern wir uns an die wich-
tigste Aussage aus Kapitel 4: “Eine beim Ohr ankommende Schallwelle wird als Ton mit einer ganz
bestimmten Tonhéhe wahrgenommen, wenn die darin enthaltenen Frequenzen natiirliche Vielfache
einer Grundtonfrequenz fy sind.” Und nun entdecken wir gerade, dass unser eingespanntes Seil resp.
eben die Saite eines Musikinstrumentes nur derart aufeinander abgestimmte Frequenzen zul&sst!

n-te Oberschwingung (n Knotenpunkte)

0 N st P78 NS =
B (3% N O NP 4 A WA N 7| Frequenz: fo=(n+1)-fo

21 A
Ap = - = & Wellenlinge: A, = —— = —~

n+1l n+l n+l n+l

etc.

4. Oberschwingung (4 Knotenpunkte)
Frequenz: fi=5fo=0A+1)fy
_
441
3. Oberschwingung (3 Knotenpunkte)
Frequenz: fi=4fo=03B+1)-fi
1 Ao
Jellenléinge: A3 = -1 =
Wellenléange: A3 5 31
2. Oberschwingung (2 Knotenpunkte)
Frequenz: f=3f=02+1)-fy
Ao
2+1
1. Oberschwingung (1 Knotenpunkt)
Frequenz: fii=2f=0+1)fy
Ao
1+1
Grundschwingung (0 Knotenpunkte)
Frequenz: fo=(0+1) fo
Ao
0+1

2
Wellenlinge: Ay = -1
5

Wellenldnge: As = %l ==

Wellenldnge: A\ =1 =

Wellenlinge: A\g =2l =

Abbildung 29: Stehende Wellen auf einem zweiseitig eingespannten Seil der Lange [. Aus den Grafiken
lassen sich die zugehorigen Wellenlangen A, ablesen. Dabei besteht eine Wellenlange A aus einem
Wellenberg und einem Wellental — sie ist also jeweils zwei Wellenbduche lang.
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10.2 Die Wellenlangen von stehenden Wellen auf eingespannten Seilen

Betrachten wir nochmals Abb. 28, so bemerken wir, dass die Form der stehenden Welle auf dem
Seil offenbar durch eine Sinuskurve beschrieben wird.

Wenn wir zudem auf Abb. 29 blicken, wird rasch klar, dass sich die Wellenldngen A,, der verschie-
denen stehenden Wellen dort direkt ablesen lassen: Eine Wellenlange X ist bekanntlich die Distanz
vom einen zum nachsten Wellenberg. Sie umfasst also einen Wellenberg und ein Wellental resp. bei
unseren stehenden Wellen eben zwei Wellenbduche! Somit folgern wir fiir die Wellenlangen A, der
Eigenschwingungen auf dem Seil mit Lange I:

Schwingungsindex n 0 1 2 3 4 ) e n
Wellenlange A\, Ao A1 A9 A3 A A5 An
_ _ 27| 17| 27| _1 _ 2

=2 | =1 |=35l|=35l|=%1|=35l = 47!

— Ao | — A | — A | — A | X — 2o

2 | T3 | T3 |75 | "6 ~ ntl

In der Grundschwingung liegt nur ein Wellenbauch zwischen den beiden Seilenden. lhre Wel-
lenldnge Ao entspricht folglich der doppelten Seillinge . Die Wellenlangen A,, aller weiteren Eigen-
schwingungen sind natiirliche Bruchteile dieser Grundwellenlange. Es gilt also:

Ao

)\n:n—i—l mit A=2] und n=0,1,2,...

10.3 Die mathematische Beschreibung der stehenden Welle

Nun sind wir bereits in der Lage die Eigenschwingungen des eingespannten Seils resp. einer Instru-
mentensaite als Funktion zu beschreiben. Die n-te Eigenschwingung besitzt die Wellenlange A,, und
schwingt mit der Frequenz f,,. Sie ist als Funktion gegeben durch:

2
hp(z,t) = Ay - sin(kyx) - sin(wpt) mit k, = T und Wy = 27 fn
—_———— A\n

=A,(z)

Bemerkungen zur stehenden Wellenfunktion h,,(x,t)

e Wir legen unsere Ortsachse so, dass der &rtliche Nullpunkt z = 0 am einen und die Stelle
x =1 beim anderen Seilende liegt.

e Wie schon bei der laufenden Welle, so handelt es sich auch bei der stehenden Welle wieder
um eine Funktion, die von zwei Variablen abhingt: Jeder Stelle z auf dem Seil wird zu jedem
Zeitpunkt ¢ eine Auslenkung h,(z,t) zugeordnet.

e Die stehende Wellenfunktion h,,(z,t) ist das Produkt aus zwei Teilfunktionen:

Ortsabhidngige Amplitude A, (x) = A,, - sin(kn,x): Diese Funktion hdngt nur vom Ort z
ab. Sie entspricht der Sinuswelle, die das Seil zu einem Zeitpunkt maximaler Auslenkung
beschreibt. Wir sehen diese Funktion im Stroboskopbild von Abb. 28, aber auch die
Graphen in Abb. 29 zeigen eigentlich diese Ortsamplituden (und das Negative davon).
Die in A,,(z) enthaltene Maximalamplitude A,, sagt, wie ausgepragt die stehende Wel-
le insgesamt ist. A, steht fiir die maximale Auslenkung des Seils in der Mitte eines
Wellenbauches.

Zeitabhdngige Schwingung sin(w,t): Dieser Teil beschreibt die zeitliche Schwingung. Alle
Stellen im Seil schwingen mit derselben Frequenz f,, auf und ab.
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Zusammen konnen wir sagen: An jeder Stelle x schwingt das Seil auf und ab, und zwar mit
der Frequenz f,, die in w,, enthalten ist. Wie stark die Amplitude dieser Schwingung an einer
bestimmten Stelle z ist, wird durch die sinusformige Ortsamplitude A, (x) beschrieben.

Der zeitliche Nullpunkt ¢ = 0 ist so gesetzt, dass das Seil in diesem Moment komplett gerade
ist. An allen Stellen = betragt die Auslenkung zu diesem Zeitpunkt h(z,0) = 0, weil die
zeitabhéngige Schwingung sin(k,t) fiir t = 0 eben gleich 0 ist.

Dass das Seil wirklich an beiden Enden fixiert ist und dort gar nicht schwingen kann, ist als
Information in der ortsabhingigen Amplitude enthalten, denn A, () ist an beiden Seilenden
stets gleich 0. Fiir x = 0 ist das ganz einfach nachvollziehbar:

hin(0,t) = A,(0) - sin(w,t) = Ay, - sin0 - sin(wy,t) =0

Etwas interessanter ist die Stelle z = [. Wir betrachten nur die ortsabhdngige Amplitude A,,(1)

und verwenden, dass \,, = n)\_i)l — n2_+l1 ist:
2 2
An(l) = Ap - sin(knl) = Ay - sin <)\—7T l> = A, -sin <I7ZT l)
" n+1

= A, -sin (W) = A, -sin((n+1)7) =0

Der Ausdruck sin ((n + 1)7) ist deshalb gleich Null, weil 7 und somit auch (n + 1) eine
natiirliche Zahl ist. Dann ist ndmlich (n 4 1)7 ein natiirliches Vielfaches von 7 und wie wir
wissen, werden dadurch gerade die Nullstellen der Sinusfunktion abgedeckt:

sin(nm) =0 fir neZ

Ganz analog konnen wir zeigen, dass A, (z) an allen Knotenpunkten gleich 0 wird. Bei der
n-ten Eigenschwingung ist die Stelle x,, des m-ten Knotenpunktes gegeben durch:

l B ml
n+1 n+1

Ty =M

n+r1 ist die Lange eines Wellenbauches, von denen es auf dem Seil der Lange [ bei der n-ten

Eigenschwingung ja (n+ 1) Stiick gibt. Der m-te Knotenpunkt befindet sich dann eben gleich

hinter dem m-ten Wellenbauch, also eben an der Stelle z,,, = m - n+r1

Fiir die ortsabhidngige Amplitude an der Stelle x,, folgt damit:

2 l 2 l
Ap(x) = Ay - sin(kpxy,) = Ay, - sin oL m = A, -sin S
A n+1 nz—ll n+1

B . 2(n+ 1)mml B . B i
—An'51D< A(n+1) )-An sin(mm) = 0 weil meN
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10.4 Stehende Welle als Superposition zweier entgegengesetzt laufender Wellen

Auf dem eingespannten Seil wird eine laufende Welle am Saitenende reflektiert. D.h., auf dem Seil
ist ein und dieselbe Welle in beide Richtungen unterwegs. Die Schwingung des Seils miisste sich
somit aus der Summe zweier gegenldufiger Einzelwellen ergeben. ..

Gegeben seien also zwei laufende Wellen mit gleicher Amplitude A, Wellenldnge A und Fre-
quenz f. D.h., auch die Wellenzahl k und die Kreisfrequenz w sind identisch. Allerdings sind die
beiden Wellen in entgegengesetzter Richtung unterwegs. Wir notieren ihre Summe und verwenden
die Additionstheoreme zur weiteren Bearbeitung:

h(z,t) = hoy(z,t) + he(x,t) = A-sin(kx — wt) + A - sin(kz + wt)

- (sin(kz — wt) + sin(kz + wt))
- (sin(
= 2A - sin(kx) - cos(wt)
(z)
=A(x

=A
=A k) cos(wt) — cos(kx) sin(wt) + sin(kx) cos(wt) 4 cos(kz) sin(wt))

Dieser Ausdruck beschreibt tatsachlich eine stehende Welle. Wenn wir den zeitlichen Nullpunkt noch
ein wenig verschieben, so wird aus der Cosinusfunktion cos(wt) die Sinusfunktion sin(wt) und wir
haben direkt den Ausdruck von Seite 39 fiir die stehende Welle vor uns:

2
h(z,t) = 2A - sin(kz) - sin(wt) mit k= 777 und w=2nf
—_———
=A(x)

Stehende Wellen ergeben sich also aus zwei entgegengesetzt laufenden Wellen mit gleichen Para-
metern A, A\, f und c. Das l3sst sich in Abb. 30 auch grafisch nachvollziehen. Oben sehen wir die
beiden laufenden Wellen in irgendeinem Moment. Wenn wir uns vorstellen, wie sie in die angezeigten
Richtungen weiterlaufen, so wird klar, dass fiir beliebige Zeitpunkte t gilt:

e Die beiden Wellen liegen zu jedem beliebigen Zeitpunkt ¢ achsensymmetrisch beziiglich al-
len Vertikalen v. Damit haben h_,(z,t) und h.(x,t) an diesen Stellen x stets die gleichen
Funktionswerte, die sich aufaddieren. Dort ergibt sich also eine konstruktive Interferenz.

e Weiter liegen h(z,t) und h_,(z,t) stets punktsymmetrisch beziiglich allen Punkten P, sodass
die beiden Funktionswerte dort zusammen 0 ergeben. An allen diesen Stellen beobachten wir
somit eine destruktive Interferenz.

i konsm:fuktivo E
! Interferenz !
1 1 1
1 1

T T T
: ) H ]
h(x,t) ) destruktive i i
1 r 1 1
| Interferenz | \
: i '
1 ]
i i

Abbildung 30: Die stehende Welle als Superposition zweier gegenlaufiger Wellen.
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10.5 Die Selektion der méglichen Wellenlangen

Aber halt! Irgendetwas ist noch nicht befriedigend, wenn wir die Abschnitte 10.3 und 10.4 miteinander
vergleichen. Bei der Betrachtung der stehenden Wellen in Abschnitt 10.3 hatten wir festgestellt, dass
nur ganz bestimmte Wellenldngen in Frage kommen. Bei einem eingespannten Seil der Lange [ hatten
wir gefunden, dass

X2
T n+1 n+1
sein muss. In Abschnitt 10.4 sind wir auf keine solche Einschrankung gestoBen. Wir haben lediglich
festgestellt, dass beliebige zwei gegeneinander laufende Wellen eine stehende Welle bilden, solange
ihre Parameter A, A\, f und c libereinstimmen. Haben wir da etwas vergessen oder iibersehen?

Nein, aber wir haben einfach nicht fertig gedacht! Die gegeneinander laufenden Wellen kommen
ja durch die Reflektion bei den eingespannten Seilenden zustande. Das bedeutet aber, dass ein- und
dieselbe Welle mehrmals hin und her lauft, weil sie ja stindig wieder reflektiert wird. Und dies wie-
derum hat zur Folge, dass am Ende auf dem eingespannten Seil nicht nur eine laufende Welle in die
eine und eine in die andere Richtung vorhanden sind. Vielmehr gibt es quasi unzahlige Wellen, die in
die eine oder in die andere Richtung laufen. Alle diese Wellen miissen gemaB dem Superpositions-
prinzip aufaddiert werden, um zu ermitteln, was das Seil insgesamt fiir eine Schwingung ausfiihrt.
Das konnte vielleicht etwas kompliziert werden. ..

Ja und nein! Klar, auf der einen Seite diirfte es schon anspruchsvoll sein die Summe iiber im
Prinzip unendlich viele Sinusfunktionen zu bilden. Andererseits kénnen wir uns aber sehr leicht einen
Fall iiberlegen, bei dem sich alle diese Wellen zu einer stehenden Welle aufaddieren.

Stellen wir uns einfach mal einen Wellenberg vor, der zum Zeitpunkt ¢ = 0 am Seilanfang
startet. Er wird am Seilende reflektiert, kommt zuriick und wird am Seilanfang wieder reflektiert.
Bis zu diesem Zeitpunkt hat er genau zwei Seilldngen, also die Strecke 2 zuriickgelegt. Startet zum
gleichen Zeitpunkt ein zweiter Wellenberg beim Seilanfang, so werden diese beiden Wellenberge
koordiniert miteinander loslaufen und sich sicher nicht gegenseitig ausldschen.

Wie groB ist der “Vorsprung”, den der erste Wellenberg auf dem Seil gegeniiber dem zweiten
hat? Darauf haben wir zwei Antworten:

mit n=0,1,2,...

n

Antwort 1: Wie gerade liberlegt, hat der erste Wellenberg bereits die doppelte Seillinge zuriickge-
legt, bis der zweite Wellenberg losgeschickt wird. Sein Vorsprung betrdgt also 2.

Antwort 2: Die beiden Wellenberge gehdren ja eigentlich zur selben laufenden Welle. Somit muss
die Distanz zwischen ihnen ein natiirliches Vielfaches der Wellenldnge A sein. Der Vorsprung
muss also m - A mit m = 1,2,3, ... betragen.

Die beiden Antworten beantworten dieselbe Frage und miissen folglich iibereinstimmen. Das bedeu-
tet, dass folgende Beziehung gelten muss, wenn sich ein Wellenberg nach zwei Reflektionen mit
einem weiteren Wellenberg derselben laufenden Welle aufaddieren soll:

20=m- A mit m=1,2,3,...

Damit haben wir aber eine Einschrinkung fiir die moglichen Wellenlangen gefunden. Nur bei be-

stimmten Wellenldngen A, lduft ein Wellenberg nach zwei Reflektionen beim Seilanfang gerade

zusammen mit einem weiteren Wellenberg derselben Welle los und I6scht diesen somit nicht aus.
Stellen wir nach \,,, um und substituieren wir m durch n-+1, so erhalten wir die bereits bekannten,

moglichen Wellenldngen fiir die stehenden Wellen auf dem eingespannten Seil:

2l . 21

mit m=1,2,3,... resp. Ap = mit n=20,1,2,...

A
™ m n+1

Mit etwas weiterfiihrender Mathematik kann man zeigen, dass sich laufende Wellen mit anderen
Wellenlangen beim hin und her gehen auf dem Seil insgesamt ausldschen. Auf dem Seil iiberleben
also effektiv nur Wellen mit diesen ausgewahlten Wellenldngen A,,.
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10.6 Die Frequenzselektion

Nachdem nach den Abschnitten 10.3 und 10.5 nun doppelt klar ist, dass auf dem zweiseitig einge-
spannten Seil nur die Wellen mit den durch

2l
Con+1

n mit n=20,1,2,...

gegebenen Wellenldngen )\, liberleben, kdnnen wir uns schlieBlich iiberlegen, dass damit auch nur
ganz bestimmte Frequenzen f,, auf dem Seil schwingen kénnen, denn zu jeder Wellenlange gehort
genau eine bestimmte Frequenz f,,, die gegeben ist durch:

c c (n+1)-c _ c c
n=—"7T= = = 1 . t = — = — d == ,1,2,...
f " nill 57 (n+1)-fo mit  fo N und n=20

Auf dem Seil schwingen also nur stehende Wellen, deren Frequenzen allesamt natiirliche Vielfache
ein- und derselben Grundfrequenz f; sind.

Die Saite als Tonerzeuger

Damit verstehen wir nun endlich ganz prazise, weshalb eine Saite einen Ton mit bestimmter Tonhdhe
und Klangfarbe erzeugt: Die Saite — eben ein zweiseitig eingespanntes Seil — ldsst ein Frequenzspek-
trum erklingen, das ausschlieBlich aus natiirlichen Vielfachen einer Grundtonfrequenz fj besteht. Der
mit ihr verbundene Resonanzkdrper nimmt diese Schwingungen resp. Frequenzen auf und sendet eine
Schallwelle aus, die immer noch genau diese Frequenzen enthalt — und nichts anderes. Damit ist sie
eine Schallwelle, die wir als Ton mit bestimmter Tonhdhe und Klangfarbe wahrnehmen, wie wir in
Kapitel 4 festgestellt hatten.

Bei der Stimmung eines Saiteninstrumentes verdndern wir die Spannungen der eingespannten
Saiten. Dies hat einen Effekt auf die Wellenausbreitungsgeschwindigkeit ¢ auf der jeweiligen Saite.
Die Saitenlange [ bleibt dabei unverdndert. Das bedeutet aber, dass wir damit die Grundtonfrequenz

fo verandern, denn es ist ja fo = %
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A Die Herleitung der Additionstheoreme
In diesem Anhang sollen die Additionstheoreme

sin(a + B) = sina cos 5 + sin 5 cos «

( )
sin(aw — B) = sina cos f — sin 3 cos «
cos(a + 3) = cos a cos B — sin « sin
cos(a — ) = cos a cos B + sin « sin

(1)
()
3)
(4)

hergeleitet werden. Dazu bedarf es zunichst eines kurzen Riickblicks auf die Definitionen von Sinus
und Cosinus am Einheitskreis, denn immer, wenn wir etwas Neues herleiten wollen, missen wir uns

ganz strikt an die Definitionen der Objekte halten, auf die wir unsere Herleitung abstiitzen.

Ich arbeite bei dieser Herleitung konsequent mit Winkelnamen « und (3, die typischerweise fiir
Winkel im GradmaB vorgesehen sind. Alle Ausfiihrungen konnten aber ebenso gut mit den fiir das
BogenmaB typischen Winkelnamen z und y erfolgen. Die Additionstheoreme hangen nicht davon ab,

ob wir Winkel im Grad- oder im BogenmaB angeben.

A.1 Repetition: Die Definitionen von Sinus und Cosinus am Einheitskreis

Anfanglich hatten wir den Sinus- und den Cosinuswert eines Winkels « als Seitenverhaltnisse in
einem rechtwinkligen Dreieck kennengelernt.!* Mit dieser Definition waren allerdings nur Winkel-
werte 0° < a < 90° sinnvoll. Spater folgten dann die erweiterten Definitionen am Einheitskreis,

welche beliebige Winkelwerte « zulassen:

Die Definitionen von Sinus und Cosinus am Einheitskreis

Vorgabe: Gegeben sei ein x-y-Koordinatensystem. o« bezeichne einen
von der positiven x-Achse aus im Gegenuhrzeigersinn abgetragenen
Winkel (negativer Wert = Drehung im Uhrzeigersinn). Jede Wahl von
« legt einen ganz bestimmten Punkt P auf dem Einheitskreis (= Kreis
mit Radius 1 um den Ursprung) fest.

Definitionen:

e Der Sinus von « ist die y-Koordinate des

e y-Koor sina = y(P)
Punktes P auf dem Einheitskreis.

e Der Cosinus von « ist die z-Koordinate

o , cos a := x(P)
des Punktes P auf dem Einheitskreis.

Die zugehdrige Abbildung befindet sich oben auf der nichsten Seite.

%sin o = Gegenkathete durch Hypotenuse, cos @ = Ankathete durch Hypotenuse.
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Einheitskreis P(cos a, sin «)

sin o

Anmerkungen zu den Definitionen von Sinus und Cosinus am Einheitskreis

e Die neuen Definitionen am Einheitskreis fiir beliebige Winkel —co < a < +o0 stimmen fiir
Winkel 0° < v < 90° komplett mit den Definitionen am rechtwinkligen Dreieck iiberein.!®

Esgilt: —1<cosa<1 und —1<sina <1 (Minimal- und Maximalwerte).

Und ebenso offensichtlich gilt aufgrund der Periodizitdten:

cos(a £ 360°) = cos « und sin(a £ 360°) = sin «

Am Einheitskreis wird mit dem Satz des Pythagoras besonders klar, dass stets gilt:
sin? a4+ cos® a = 1 (5)
e Aus den Definitionen am Einheitskreis folgen die sehr wichtigen Symmetrieeigenschaften:
— Die Sinusfunktion ist ungerade oder punktsymmetrisch, denn es gilt:
sin(—a) = —sina (6)
— Anders die Cosinusfunktion. Sie ist gerade resp. achsensymmetrisch, denn:
cos(—a) = cos (7)

Die folgende Graphik veranschaulicht diese Symmetrieeigenschaften:

®Alles andere wire auch schlichtweg inakzeptabel. . .
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Einheitskreis .
P(cos a, sin o)

sin

0.5 1.5

— sin «v

R( cos(—a), sin(—a))

= (cos o, — sin )

e Am Einheitskreis lassen sich auch rasch weitere Beziehungen zwischen Sinus- und Cosinuswer-
ten aufstellen. Ein Beispiel dazu mochte ich hier unbedingt anfiigen, weil wir es nachher bei
der Herleitung der Additionstheoreme explizit verwenden werden:

Drehen wir den Punkt P(cos c,sin o) um 90° weiter, so gelangen wir zu einem Punkt @ mit
x-Koordinate cos(a 4+ 90°) und y-Koordinate sin(a + 90°). Fiir diese neuen Koordinaten gilt
aber offensichtlich:

cos(a+90°) = —sin und sin(a 4+ 90°) = cos « (8)

Davon kénnen wir uns anhand der folgenden Graphik rasch liberzeugen!
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A.2 Die eigentliche Herleitung der Additionstheoreme

Ausgangslage: Wir geben uns zwei Winkel o und 3 vor. Zu jedem dieser beiden Winkel, wie auch
zur Winkelsumme o« + (3, gehort ein Punkt auf dem Einheitskreis. Die folgende Graphik zeigt
den Punkt P zum Winkel o und den Punkt .S zur Winkelsumme « + . Der Punkt S kann als
der um den Winkel 8 weiter gedrehte Punkt P aufgefasst werden:

; Y

S(cos(a+ f), sin(a + 3))
P(cos o, sin )
1
Einheitskreis 51 |
g
; \ . 0 - ' }1 2
-1.5 1 -0.5 0 0.5

Ziel: Wir mochten die Koordinaten von S, also z(S) = cos(a + ) und y(S) = sin(a + /), durch
sin v, cos «, sin 8 und cos 3

Die 3 Herleitungsschritte: Den nachfolgenden Schritten liegt die folgende Graphik zugrunde:
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i. Zundchst bemerken wir, dass wir vom Ursprung O zum Punkt .S gelangen konnen, indem
wir zuerst dem blauen Pfeil zum Punkt 7" und dann dem roten Pfeil bis zu S folgen.
Derselbe rote Pfeil fiihrt uns aber auch vom Ursprung O zum Punkt U. Daraus folgern
wir, dass die z-Koordinate des Punktes S die Summe der z-Koordinaten von 7" und von
U ist, was ganz analog auch fiir die y-Koordinaten gilt:'°

z(S) = cos(a+ B) = x(T) +z=(U) 9)
y(S) = sin(a+ 8) = y(T) + y(U) (10)

Wir sollten also herausfinden, wie die Koordinaten von 7" und U lauten, denn dann haben
wir automatisch auch neue Ausdriicke fiir cos(a + ) und sin(a + 3) gefunden.

1®Was wir hier bemerken resp. ausnutzen ist eigentlich nichts anderes als die Regeln der Vektoraddition, die wir
im Thema Vektorgeometrie in der Mathematik kennenlernen: Bei der Vektoraddition (= Pfeile aneinander hingen)
werden die Vektorkomponenten einzeln addiert.



ii. Weiter bemerken wir: Da S der um [ weiter gedrehte Punkt P ist, lassen sich die
Seitenlangen im rechtwinkligen Dreieck AOT'S problemlos angeben. Die Hypotenuse
betragt 1 und die beiden Katheten betragen cos 8 und sin 3.

Da P auf dem Einheitskreis liegt, betrdgt seine Distanz zum Ursprung O genau 1. Stau-
chen wir beide Koordinaten von P mit dem Faktor cos 3, so landen wir demzufolge gerade
beim Punkt T'. Fiir dessen Koordinaten kénnen wir also schreiben:

x(T) = cos 5 - x(P) = cos 3 cos « (11)
y(T) = cos B - y(P) = cos fsin « (12)

Ganz analog erhalten wir die Koordinaten von U durch Stauchung der Koordinaten des
Punktes Q mit dem Faktor sin /3:17

z(U) =sinf - z(Q) = sin f(—sin «) (13)
y(U) =sinf - y(Q) =sinf cosa (14)
iii. Nun sind wir aber bereits am Ziel, denn wenn wir die Gleichungen (11) bis (14) in die
beiden Gleichungen (9) und (10) einsetzen, stehen die Additionstheoreme (1) und (3)
direkt schon da:
cos(a + ) = cos f cosa — sin 8 sin v
sin(a+ ) = cos 8 sina + sin 5 cos « q-e.d.
Additionstheoreme fiir Winkeldifferenzen: Weshalb spricht man eigentlich nur von Additions-

theoremen? Miisste man die Gleichungen (2) und (4) fiir sin(a— ) und cos(a— ) nicht eher
als “Subtraktionstheoreme” bezeichnen!?

Nein. Das wére doch ein bisschen viel Nomenklatur! Eine Subtraktion ist schlieBlich nichts
anderes als die Addition eines negativen Winkelwertes! Und genau diesen Gedanken nutzen
wir aus, um die Gleichungen (2) und (4) aus den bisher gefundenen Additionstheoremen (1)
und (3) zu gewinnen. Dabei kommen die Symmetrieeigenschaften (6) und (7) von Sinus- und
Cosinusfunktion zum Einsatz:

sin(a — 3) = sin (a + (=) = sina cos(—B) + sin(—S) cos a

= sin o cos 8 — sin S cos «
cos(a — f3) = cos (o + (—f3)) = cos a cos(—f3) — sin asin(—f3)

= cos a cos B + sin asin 5 q.e.d.

Damit haben wir die Additionstheoreme fiir die Sinus- und die Cosinusfunktion vollstandig hergeleitet.

"Fiir die Koordinaten von @ hatten wir in (8) gefunden: Q( cos(a +90°),sin(a + 90°)) = (—sin a, cos ).
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