Ubungen zum physikalischen Ergianzungsfach

Serie 2:

Lingenkontraktion und mehr zur Zeitdilatation — LOSUNGEN

1. ee Ein Flug zum Zentrum der Galaxis

(a)

Die Strecke ¢ zum Zentrum der Milchstrasse ist offensichtlich im Erdsystem angegeben. Folglich
ist auch die Lichtlaufzeit, die wir daraus berechnen, eine Angabe in diesem System:
¢ 28000ca
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Vom Zentrum der Galaxis bis zu uns ist das Licht 28 000 Jahre lang unterwegs.

Das Raumschiff braucht fiir die Strecke £ zum Zentrum der Milchstrasse aus Sicht der Erde nur ein
klein wenig langer als das Licht, denn schliesslich ist es ja fast mit Lichtgeschwindigkeit unterwegs:
¢ 28000ca
v 0.999¢
Bemerke: Mit Lichtjahren und dem Ausdruck v = 3¢ lasst sich wahnsinnig einfach rechnen, weil

1LJ = caist und sich die Lichtgeschwindigkeit ¢ so rauskiirzt — was auch in weiteren Rechnungen
oft der Fall sein wird.

tg = = 28028 a

Wir berechnen zunichst den Lorentzfaktor:
B 1 B 1
V1-p52  V1-10.999

Im Raumschiff vergeht aus Sicht der Erde die Zeit langsamer. Fiir die Reisezeit tg folgt aus der
Zeitdilatationsgleichung:
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Eine Geschwindigkeit von 99.9 % wiirde also noch nicht reichen, damit ein Mensch innerhalb seines
Lebens bis zum Zentrum der Milchstrasse reisen kdnnte.

=1253a

Das geht, weil aus der Sicht des Raumschiffs die Strecke zum Zentrum der Milchstrasse langen-
kontrahiert erscheint. diese Strecke bewegt sich aus Sicht des Raumschiffs am Raumschiff vobei
und wegen der Verkiirzung reichen dafiir 1253 a. Es wird keine Uberlichtgeschwindigkeit benétigt.
Der Lorentzfaktor ist immer noch derselbe, denn aus der Sicht des Raumschiffs bewegt sich die
Milchstrasse mit 99.9 % der Lichtgeschwindigkeit. Somit folgt fiir die langenkontrahierte Distanz
zum Zentrum der Milchstrasse:

¢ 28000LJ
v 22.366

Dasselbe Resultat erhalten wir natiirlich auch aus der folgenden Rechnung:

V= =1252LJ

' =v-t5=0.999c-1253a = 1252 LJ

2. e Myonen im Speicherring

Im Eigensystem der Myonen betrigt die Halbwertzeit T1//2 = 1.52 ps. Diese Zeit erscheint aus der Sicht
eines sich relativ zum Myon bewegenden Beobachters gedehnt. Aus der angegebenen Geschwindigkeit
der Myonen v = 99.94 % ¢ resp. 8 = 0.9994 berechnen wir fiir den Lorentzfaktor:

1 1

= = ~ 28.87
V1-p52  V/1-0.99942

v

Daraus ergibt sich fiir die gedehnte Halbwertszeit:

Tijp="- T1//2 A 28.87-1.52 us = 43.9 us




3. ee Vorbereitung des “Limousinen-Garage-Paradoxons”

(a) Die Garagenlange ¢ = 12m muss der kontrahierten Lénge der Limousine entsprechen. Mit deren
Eigenldnge ¢/ = 13 m erhalten wir fiir den Lorentzfaktor:

A ~13m 13

¢ 12m 12
Daraus folgt fiir die Geschwindigkeit 5:
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(b) Wir fiihren im Prinzip die genau gleiche Rechnung wie unter (a) durch:

¢ 12m 12 60 5
y=o =

¢  T72m
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Somit erhalten wir fiir die Relativgeschwindigkeit 3:

1 1 32 \/52—32 \/25—9 16 4
g 2 \/ (2)2 \/ 52 52 52 52§ %

(c) Berechnen wir zunachst den Lorentzfaktor nochmals neu:

1 1 1 1 1

’y: = = _= _?
1 — 32 2 36 64 -5 3
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Damit betrdgt die Lange der Limousine im Garagensystem:

¢ 13 52
=5 :_5m =22 N =104m
v 1 5

Somit muss die Limousine im Garagensystem insgesamt s = g+ /¢ = 12m + 10.4m = 22.4m
Strecke zuriicklegen, wie die folgende Grafik zeigt:

Garagensystem
Langenkontrahierte Langenkontrahierte
Limo beginnt in die Limo hat die Garage
Garage einzufahren komplett verlassen
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kontrahierten Limo

Aus dieser Lange s lasst sich im Garagensystem sofort berechnen, wie lange die Durchfahrt dauert:

99.4 9294
p= S22t M 19244-107s = 124.4ns
v 06c 06-3-108% = -




(d) Der Lorentzfaktor bleibt derselbe wie unter (c). Betrachten wir den Vorgang im Limousinensystem:

Limousinensystem
Langenkontrahierte Langenkontrahierte
Garage hat die Limo Garage beginnt die
komplett freigegeben Limo einzuschliessen
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Lange ¢ der
kontrahierten Garage

Eigenlinge ¢ der Limo

Die Lange der langenkontrahierten Garage betrdgt nun:

12 48
g’:g:—5m:—m:9.6m
Y 1 D
Somit muss die kontrahierte Garage im Limousinensystem insgesamt s’ = ¢ + ¢ = 13m +
9.6 m = 22.6 m Strecke zuriicklegen. Die dafiir bendtigte Zeit betrdgt — natiirlich immer noch im
Limousinensystem:

po L 226m 226m 1.255-107"s = 125.5
= — = = = . . S = .0 1NS
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(e) Die beiden unter (c) und (d) berechneten Zeiten ¢t und ¢’ sind nicht via Zeitdilatationsgleichung
t = v t' miteinander verbunden, denn auch wenn der Vorgang in beiden System dasselbe Anfangs-
kriterium (Spitze der Limousine beginnt sich in der Garage zu befinden) und dasselbe Endkriterium
(Ende der Limousine verlasst die Garage) aufweist, so erfiillt dieser Vorgang nicht die Kriterien,
um der Zeitdilatationsgleichung zu geniigen. Wir erinnern uns (Merkkasten auf den Unterlagen
zur Herleitung der Zeitdilatation):

Bewegt sich ein Inertialsystem S’ relativ zu einem anderen Inertialsystem S mit konstanter Ge-
schwindigkeit v, so wird ein Vorgang (z.B. das Ticken einer Uhr), der in S" ruht und die Zeit '
dauert, fiir den Beobachter in S verlingert auf

t t
t= = =~t' >t

Vi@ Vi=#

Dieses Phianomen heiBt Zeitdilatation, d.h. wértlich Zeitdehnung.

Unser Vorgang “ruht” aber in keinem der beiden Bezugssysteme. Das erkennen wir daran, dass
unser Start- und unser Endkriterium an verschiedenen Orten im System stattfindet. In diesem
Sinne konnte man also sagen: “In jedem der beiden Systeme hat sich der Vorgang verschoben,
weil Start- und Endereignis nicht am gleichen Ort stattfinden.”




4. o Verformung eines Rechtecks

(a) Im Prinzip missen wir das Rechteck einfach horizontal, also parallel zur z-Achse mit Faktor %
stauchen. Dazu tragen wir z.B. eine Vertikale g ein, fallen von jedem Eckpunkt der ruhenden Figur
das Lot auf diese Gerade und kdnnen anschliessend alle Strecken zwischen Eck- und Lotpunkt
halbieren. So ergeben sich die Eckpunkte der bewegten Figur zu v = 2:

Y
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Unterteilen wir das Parallelogramm in drei Teilflichen — zwei Dreieck und ein Parallelogramm mit
zwei Seiten parallel zur y-Achse — so sehen wir direkt ein, dass jede dieser neuen Figuren eine Hohe
besitzt, die parallel zur x-Achse liegt und somit wahrend der Bewegung in z-Richtung mit dem

Lorentzfaktor y gestaucht wird (b} = ™, bl = % 5 = 22), wobei gleichzeitig die Grundseite
in y-Richtung unverandert bleibt:
y
, ruhend bewegt
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Demnach wird mit v = 2 die Gesamtflache halbiert. Es ergibt sich:
A a-b 6cm-4cm
Al="= = = 12cm?
Y 2

(c) Das haben wir unter (b) gerade ganz allgemein erledigt.

5. e Langenkontraktion in der Radarkontrolle

Der VW Kafer ist mit halber Lichtgeschwindigkeit unterwegs. Fiir den zugehdrigen Lorentzfaktor folgt:

S S S S S
Ww = i—ﬁ%w \/1_(%)2 \/1_% \/g V3

Da der Lincoln im ruhend doppelt so lange ist wie der Kafer, muss sein Lorentzfaktor doppelt so gross
sein wie derjenige des Kafers. Daraus schliessen wir auf die Geschwindigkeit des Lincolns:

1 / 3 /13
\/ % 16 16

Der Lincoln ist also mit gut 90 % der Lichtgeschwindigkeit unterwegs.
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6. e Star Wars

()

Der Lorentzfaktor der Relativbewegung von Raumschiffen und Planet betragt

1 1 1 1 1 73
’y = = = = = 4_8 = —
V1-p52 552 732552 482 22 48
b Vi-(%) Vs Ve

Damit kénnen wir die aus Sicht von Tatooine langenkontrahierte Distanz zwischen den beiden
Raumschiffen ins Raumschiffsystem umrechnen:

73
d=~-d= 8 - 480000 km = 730000 km
Im Raumschiffsystem betragt folglich die Zeit, die der Radarimpuls braucht, um die Strecke zwi-

schen den Raumschiffen hin und zuriick zuriickzulegen:

g 2d _ 2-730000km

c 300000 &2

W

.867

w0

Mit dieser Periode senden also beide Schiffe gemdss ihrer Borduhren Radarimpulse aus.

Natiirlich kdnnte man die unter (a) errechnete Zeit auch anders erhalten, indem wir die Laufzeit des
Radarimpulses im Planetensystem betrachten. Dann gibt es allerdings zwei Zeiten zu berechnen,
denn das Radarsignal von Han zu Luke muss dem davon eilenden X-Wing Fighter hinterherfliegen,
wahrend in die Gegenrichtung der Millenium Falcon dem Radarsignal entgegen kommt.

Es ist folglich ganz klar, dass das Signal von Luke zu Han aus Sicht von Tatooine weniger Zeit
braucht als das Signal in die Gegenrichtung.

Jetzt fiihren wir diese Uberlegungen auch noch quantitativ aus. . .

Ist ¢; die Zeit, die das Radarsignal von Han zu Luke benétigt, so gilt aufgrund obiger Uberlegung
fiir die vom Radarsignal in diese Richtung zuriickgelegte Wegstrecke si:

d 480000 km

c—v 30000082 . (12

slzd—{—v-tléc-tl & 1= = 6.4889s

Ganz analog finden wir fiir die Wegstrecke s, resp. die Zeit to des Signals vom Fighter zum Falcon:

d 480000 km

= - = =0.91255
ct+uv 300000 KR . (14 25

Szzd—v'tgéc-tQ &t =

Die totale Laufzeit des Radarsignals betragt somit im Planetensystem:
t =6.4889s + 0.9125s = 7.4014s

Diese Zeit kénnen wir mittels Zeitdilatation ins Raumschiffsystem umrechnen. Dort verstreicht
unterdessen weniger Zeit als auf einer Tatooine-Uhr, namlich:

t 740145 48
=== S = TA0ls - o = 48675
i 3

Das bestatigt unser Resultat aus Aufgabe (a).

Bemerkung: Die beiden Raumschiffe bilden mit den Radarimpulsen eigentlich einfach eine sehr
grosse Lichtuhr, die in ihrem Eigensysstem die Periode t' = 4.867s aufweist. Die Uberlegungen
und Rechnungen unter (b) und (c) entsprechen genau unseren Ausfiihrungen bei der Herleitung
der Langenkontraktion!



7. o Eigenzeit und Eigenlange |

Angegeben ist die Zeit ¢ = 10s, die ein Vorgang im System eines Beobachters in Anspruch nimmt.
Zudem wird gesagt, welche Strecke s das Eigensystem des Vorgangs wahrend dieser Zeit zuriicklegt.
Aus diesen beiden Angaben kdnnen wir direkt auf die Relativgeschwindigkeit v der Systeme schliessen:

105
s 1.0-10 km:104k_m

U:Z_ 10s S

Daraus folgt sofort auch der Wert des Lorentzfaktors:

104 km 1 1 1
522 s = = 4= = ~ 1.000556

c:3.105kTm 30 V1= 32 1_(L)2

Daraus folgt fiir die Eigenzeit des Vorgangs:

t 10s

t/ = - — =
v~ 1.000556

9.994s

Trotz der bereits sehr grossen Geschwindigkeit (% c) ist der Effekt der Zeitdilatation noch ziemlich
gering — auf 10s nur ein Unterschied von 0.0056s = 5.6 ms.

Aus der Sicht des Vorgangsbewegt sich die Erde ebenfalls mit der Relativgeschwindigkeit v = 10* kTmund
der Vorgang dauert, wie eben berechnet, ¢’ = 9.994s. Folglich legt die Erde wahrend diesem Vorgang
die Strecke

k
¢ =v-t' =10* 2 .9.9945 = 0.9994 - 10° km ~ 1.0 - 10° km
S

zuriick, also fast genau gleich viel wie der Vorgang aus Sicht der Erde.

Schauen wir noch die anderen Werte mit héheren Relativgeschwindigkeiten an. Da miissten sich starkere
relativistische Effekte ergeben.

Zunichst t = 10s und s = 1.2 - 105 km:

s 1.2-10%km v 12.10°82 9

k
P ORTS L SN A

YTET 10s S c 3.10° kTm 5
1 1 t 10s
N = = ~1.0911 = ' =-=~ 0s =9.165s
\/1 — B2 \/1 (232 v 1.0911
(%)
' ' 5 km 6 6
= s =v-t=12-10°—-9.165s =1.100 - 10°km < 1.2 - 10° km
S
Nun ist sind Zeitdilatation und Langenkontraktion schon deutlicher sichtbar.
Und schliesslich noch fiir t = 10s und s = 2.5 - 10% km:
s 2.5-100km km v 25-10°km 5
== =951 — = =—-=—2 ==
v t 10s S b c 3.10° kTm 6
1 1 t 10
y= - ~18091 = f'=- -~ - > — 55285
6

k
= §=v-t'=25-10° 2 .5.528s = 1.382 - 10°km < 2.5 - 10% km
- 1.382 - 10° km

Jetzt fallen die relativistischen Effekt ganz betradchtlich ins Gewicht.



8. e Eigenzeit und Eigenlinge Il

(a) Vom Erdsystem aus gesehen ist v die Geschwindigkeit des Raumschiffs und ¢ die Zeit, die ver-

streicht, bis dieses die entsprechende Distanz s zuriickgelegt hat. Es gilt die altbekannte Beziehung
fiir gleichférmige Bewegungen:

s=v-t = t=-—
v

7 = 1Jahr = 1 a ist die Zeit, die wihrend der Reise auf einer Uhr im Raumschiff vergeht. Dann
ist die Zeit t, die wahrend der Reise auf einer Uhr auf der Erde vergeht, gegeben durch:

-
02

V=&

Nun haben wir zwei Ausdriicke fiir die im Erdsystem gemessene Zeit ¢. Diese setzen wir gleich,

woraus sich auf die Geschwindigkeit schliessen |3sst. Statt v verwenden wir aber lieber 5 — damit
wird die Rechnung etwas iibersichtlicher:

t:’Y-T:

s v
P L2 | B = — resp. v = fc
2 v c
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T s 9
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= 1- 32 B2 |- B (1-5%)
= B2l = 52(1 — 52) | ausmultiplizieren
o B2 = 2 — g2 | 1 242
& B2 4 f2s% = 52 | 6% ausklammern
= 52 (027'2 + 32) =s° | : (027'2 + 32)
2 2
] s 1
= B = = = Wan
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ﬁ - c272 - cr\2
\/ 1+ %5 \/ 1+ (<)
Der erhaltene Ausdruck sieht im ersten Moment kompliziert aus, bewahrt sich aber sofort, wenn
wir Distanzen in Lichtjahren (1LJ = ca) und Zeiten in Jahren (a) einsetzen.

Fiir die Eigenzeit 7 = 1a und die Strecke s = 4.2L.J = 4.2 ca ergibt sich z.B.:
B 1 B 1 B 1

1 cT 2 1 cla \2 1+ _1

+ ( s ) + (4.20a) 4.22

Um nur ein Jahr &lter bei Proxima Centauri anzukommen, miisste man also bereits mit g =
97.28 % der Lichtgeschwindigkeit unterwegs sein.

=0.9728 = 97.28%

Fiir die anderen beiden Distanzen ergeben sich Geschwindigkeitswerte, die noch n3dher an der
Lichtgeschwindigkeit liegen:

Reiseziel Proxima Centauri Mizar Polarstern
Distanz im Erdsystem 4.2LJ 83LJ 448 1LJ
15} 97.28062 % 99.99274 % 99.99975 %




(b) Wir kdnnen vorab vermuten, wie gross die jeweiligen Distanzen in etwa sein miissen: Im Eigen-

system des Raumschiffs soll jeweils ein Jahr vergehen, wahrend dem der Stern die Distanz zum
Raumschiff zuriicklegt und Letzteres selber in Ruhe bleibt. Folglich miissen alle Distanzen kleiner
als 1LJ sein, denn die Sterne bewegen sich ja mit Unterlichtgeschwindigkeit und haben fiir die
Strecke nur ein Jahr Zeit zur Verfiigung.
Nun wollen wir rechnen. .. Die Relativgeschwindigkeit zwischen Raumschiff und (Erde+Stern) ist
ja dieselbe, die wir unter (a) errechnet haben. Daraus schliessen wir auf den Lorentzfaktor und
kdnnen mit der Langenkontraktion direkt die Distanz zum jeweiligen Stern ins Raumschiffsystem
transformieren. Ich mache das ausfiihrlich am Beispiel von Proxima Centauri:

1 1
TR VI 00728062

N gt _ 421
oy 4.3174

=4.3174

~ 0.97281LJ

Fiir die anderen beiden Reiseziele lasst sich dies genau gleich durchfiihren. Hier die Resultate in
der Ubersicht:

Reiseziel Proxima Centauri Mizar Polarstern
Distanz im Erdsystem 4.2LJ 83LJ 448 1LJ

B 97.28062 % 99.99274 % 99.99975 %
~y 4.317405 83.005780 448.001094
Distanz im Raumschiffsystem 0.97280771LJ 0.99993036 LJ 0.99999756 LJ

Die Distanz im Raumschiffsystem wird bei hoherer Geschwindigkeit immer mehr zu genau einem
Lichtjahr, weil halt die Geschwindigkeit v auch immer mehr zur Lichtgeschwindigkeit ¢ wird.

9. oo Ein bisschen “Elektrodynamik bewegter Kérper”

Im System der Leitunselektronen bewegen sich die Atomriimpfe in Stromrichtung, also in der Abbildung
nach unten. Tatsachlich kénnen wir nun die Anziehung, die das einzelne Elektron rechts erfahrt, nicht
mehr mit einer Lorentzkraft begriinden, weil dieses Elektron in seinem eigenen System ruht. Wie kommt
diese Anziehung denn nun zustande?

Der Punkt ist, dass nun das Volumen der Atomriimpfe im Draht D; (und natiirlich auch in Draht Ds)
in Bewegungsrichtung langenkontrahiert erscheint. Das bedeutet aber, dass sich die positiven Ladungen
im Draht im Schnitt ndher beieinander befinden als die negativ geladenen Leitungselektronen. Daraus
folgt, dass die Drdhte im System der Leitungselektronen nicht mehr elektrisch neutral erscheinen,
sondern tatsachlich positiv geladen sind.

Nun verstehen wir, dass die Anziehung zwischen Draht D; und dem Leitungselektron rechts im Bezugs-
system der Leitungselektronen eineCoulombkraft ist. Der positiv geladene Draht D; und das Elektron
ziehen sich aufgrund ihrer elektrischen Ladungen an!

Bemerke: Das eigentlich Bemerkenswerte ist, dass der Draht in unserem Laborsystem elektrisch neutral
erscheint, auch wenn da Strom fliesst!

Schlusswort: Wir haben hier ein sehr tolles Beispiel vor Augen, wie die Gesetze des Elektromagnetismus
beim Wechsel des Bezugssystems ineinander iibergehen. Was im einen Bezugssystem eine Lorentzkraft
ist, kann in der Betrachtung eines anderen Bezugssystems eine Coulombkraft sein. Das ist schon sehr
bemerkenswert!



