Ubungen zum physikalischen Erginzungsfach

Serie 6: Die Summenschreibweise komplexer Zahlen — LOSUNGEN

1. e Elementares Rechnen mit komplexen Zahlen

Mit z; =3 — 4i, 20 = 2 41 und z3 = 8i ergeben die sechs Rechnungen:
i 2z —4zo+23=3—-41—4(24+)+81=3—-41—-8—-4i+8=-5+4+0i=-5

i, 220 — (820 +1iz3) = 2(2+1) — (8(2+1) +1i(8)) =4+ 2i — (16 + 8i + 8i*) =
=4+2i— (1648 —8) =4+2i—16—8 +8=—4—6i

i, 212023 = (3 —41)(2+1) -8 = (64 31 — 8 — 4i?) - 8i = (6 + 31 — 8i 4 4) - 8i
= (10 — 5i) - 8i = 80i — 40i* = 40 + 80i

iv. 27422 =(3—4)?+ (241)% =9 — 24i + 161> + 4 + 4i + i
=90-24i— 16 +4+4i—1=—4—20i

v. Re(z1 + z3) = Re(3 — 41+ 81) = Re(3 +4i) =3

vi. Im(z923) = Im((2 +1) - 8i) = Im(16i + 8i*) = Im(16i — 8) = 16

2. e Konjugiert Komplexes, Betrag und Kehrwert einer komplexen Zahl
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3. ee Division komplexer Zahlen
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4. ee Der Identifikationstrick
i. Mit der Summenschreibweise z = x + iy erhalten wir durch ausmultiplizieren:
(=24T)z=-54971 = (=2+7i)(x+yi)=-5+97 <& —2x—2yi+Tzxi—Ty=—-5+97i
ii. Wir sortieren links nach reellen und imaginéren Gliedern:
20— Ty+Txi—2yi=-5+971 < 2zx—Ty+ (7o —2y)i=-5+97

iii. Jetzt lassen sich die Real- und die Imaginéarteile links und rechts in der Gleichung je miteinander
identifizieren und wir erhalten ein Gleichungssystem mit zwei Unbekannten:

—2z — Ty = -5
Tx —2y =97

iv. Dieses Gleichungssystem lasst sich z.B. mit dem Additionsverfahren I&sen:

—2x—7y:—5‘ ‘—1456—49y:—35

71'—2y:97 141’—4y:194 ‘ = —53y:169 P y:_3

= 20-7-(-3)=-5 & zx=13 = 2z=13-3i
Zur Uberpriifung des Resultates kdnnen wir z.B. zuriickeinsetzen:
(=24 7)) - 2=(-2+7)-(13-31) =—-26+61+91i+21 =-5+971 V

Andererseits sollten wir durch die effizientere Divisionsmethode auf dasselbe Resultat kommen:

—5+97 —-2-71 104351 —194i +679 689 — 159i

. _ _ —13-3i v
0+ T —2-1i 4+ 49 53 '

5. o Mehr Aufgabenstellungen mit komplexen Zahlen
(a) Wir benutzen die Ausmultiplikation mittels Binomialkoeffizienten (Pascal’'sches Dreieck):
o2-t=21—4.-2%i46-22.2-4.2. P4+ =16-321 24+ 8 +1=—-7—24i
i. Re((—1+1)%) =Re((i—1)°) = Re(i® — 5i* + 10i® — 10i* + 5i — 1)
Alle ungeraden Potenzen von i werden nichts zum Realteil beitragen, sodass wir schreiben konnen:
Re((-1+1)°) = —5i" =10 - 1=-5+10—-1=4

Ganz &hnlich verfahren wir bei der Bestimmung des Imaginarteils in iii., wobei jetzt die geraden
Potenzen von i herausfallen:
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(b) Grundsatzlich kénnen wir immer z = x + yi resp. z* = = — yi einsetzen und danach separat die
Real- und die Imaginarteile beider Gleichungsseiten einander gleichsetzen. Dabei sind Re(z) = x und
Im(z) =y:

i (142)z=0b-1)z+7+261 < (Q+2)(x+yi)=b—1)(xr+yi)+ 7+ 26i
S xH+yi+22i—2y=>5x+5dyi—xi+y+ 7+ 26i

& r—2y+(y+22)i=5r+y+ 7+ (—x+5y+26)i

Y+ 2z =—x+5y+ 26

r—2y=>5x+y+7
' 3r — 4y = 26 9r — 12y =78

4x+3y:—7‘ '16m+12y:—28

= 2z=500 & =2 = 843y=-7 & Jy=-1b & y=-5

= z=x4+yt=2-051

i. (2+i)z—3Re(z) =—-18+430i < (2+1i)(z+yi)— 3z = —18 + 30i
& w4 itri—y—3r=-18+30i o —z—y+ (z+2y)i=—18+30i

—r—y=—18

= ‘aﬁﬂy:% ':i y=12 = z+24=30 & z=6

= z=zx+yi=6+12i
iii. z+2iz" =847 & z+4yi+2i(x—y)=8+Ti
& rHyi+22i+2y=8+T7 & zx+4+2y+(2r+y)i=8+7Ti

= -Jz=-6 & z=2

r+2y=28 r+2y=28
2r+y="7 —4dxr —2y=—-14

= 24+2y=8 & 2Yy=6 & y=3 = z=zr+yi=243i

z—31—3

v. ——— =
z+2+4+4i

i = 2-31i-3=i(z+2+4i)=21+2i—4

& z—2i=-145i & z(1-i)=-1+5i
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6. oo Der kleinstmégliche Kérper

Mit den Definitionen fiir Addition und Multiplikation gehen wir ein Kdrperaxiom nach dem andern durch:

i. Assoziativitat der Addition: Es gibt acht mogliche Falle, denn a,b,c € K kdnnen je entweder 0 oder

1 sein:
+(0+0)=0+0=0 ist dasselbe wie (0+0)+0=04+0=0
0+(0+1)=0+1=1 ist dasselbe wie 0+0)+1=0+1=1
0+(1+0)=0+1=1 ist dasselbe wie 04+1)40=140=1
+(1+1)=0+0=0 ist dasselbe wie 0+1)+1=1+1=
+(0+0)=1+0=1 ist dasselbe wie (140)+0=1+0=
+(0+1)=1+1=0 ist dasselbe wie 140)+1=1+1=
+(1+0)=1+1=0 ist dasselbe wie (14+41)4+0=0+0=
+(1+1)=1+0=1 ist dasselbe wie 14+1)+1=0+1=1

ii. Kommutativitat der Addition: Dies ist trivial, denn die Addition wird direkt sichtbar kommutativ
definiert (a + b = b+ a gilt fiir jede Wahl von a und b).

iii. Nullelement: Offensichtlich ist dies die Zahl 0, denn 0 +0=0und 1+0 = 1.

iv. Negatives Element: Ja, zu jedem Element a des Korpers gibt es ein negatives Element (—a), das zu
a addiert das Nullelement 0 ergibt. Das negative Element (—0) zum Element 0 ist O selber, denn
0 4 0 = 0. Das negative Element (—1) zum Element 1 ist 1 selber, denn 1+ 1 = 0.
Beachte: Niemand hat gefordert, dass das negative Element (—a) zu einem Element a nicht das
Element a selber sein kann. Kein Kérperaxiom widerspricht dieser Moglichkeit.

v. Assoziativitat der Multiplikation: Auch hier gibt es acht mégliche Fille, die im Prinzip alle {iberpriift
werden miissen:

0-(0-00=0-0=0 ist dasselbe wie (0-0)-0=0-0=0
0-(0-1)=0-0=0 ist dasselbe wie (0:0)-1=0-1=0
0-(1-0)=0-0=0 ist dasselbe wie (0-1)-0=0-0=0
0-(1-1)=0-1=0 ist dasselbe wie (0-1)-1=0-1=0
1-(0-00=1-0=0 ist dasselbe wie (1-0)-0=0-0=0
1-(0-1)=1-0=0 ist dasselbe wie (1-0)-1=0-1=0
1-(1-00=1-0=0 ist dasselbe wie (1-1)-0=1-0=0
1-(1-1)=1-1=1 ist dasselbe wie (1-1)-1=0-1=1

vi. Kommutativitat der Multiplikation: Auch die Multiplikation ist direkt sichtbar fiir alle moglichen
Falle kommutativ definiert.

vii. Einselement: Die Zahl 1 ist das Einselement, denn 0-1 =0 und 1-1.

viii. Inverses Element: Das inverse Element 171 zum Element 1 ist 1 selber, denn 1-1 = 1.

N.B.: Zum Nullelement 0 muss es kein Inverses geben! Das ist bestens, denn genau dies wiirde nicht
klappen. Eine Zahl multipliziert mit 0 ist immer 0.



ix. Distributivitdt: Dies priifen wir ebenfalls, indem wir alle acht méglichen Falle einen nach dem andern

durchgehen:
0-(0+0)=0-0=0 ist dasselbe wie (0-004+(0-00=04+0=0
0-(0+1)=0-1=0 ist dasselbe wie 0-0)+(0-1)=0+0=
0-14+0)=0-1=0 ist dasselbe wie (0-1)4(0-00=04+0=0
0-(1+1)=0-0=0 ist dasselbe wie 0-1)+(0-1)=0+1=
1-(0+40)=1-0=0 ist dasselbe wie (1-0)+(1-00=0+0=
1-(0+1)=1-1=1 ist dasselbe wie (1-00+(1-1)=0+1=1
1-140)=1-1=1 ist dasselbe wie 1-1)+(1-00=1+0=1
1-14+1)=1-0=0 ist dasselbe wie 1-H)+(1-1)=1+1=

Tatsachlich haben wir nun alle Kérperaxiome verifiziert. Die Menge {0,1} zusammen mit der in der Auf-
gabenstellung deklarierten Addition und Multiplikation bildet demnach tatsichlich einen Kérper, und zwar
den kleinst moglichen!



