Ubungen zum physikalischen Erginzungsfach

Serie 8: Neue Wege mit dem Aktionsprinzip — LOSUNGEN

1. e Das einfachste Beispiel — der senkrechte Wurf
(a) Zunichst leiten wir den quadratischen Funktionsansatz zweimal ab:

x(t) = At> + Bt + C = 2’ (t) = 2At + B = 2"(t) = 24

Nun konnen wir den Ausdruck fiir z”(¢) in die DGL einsetzen. Es zeigt sich erstens, dass unser
quadratischer Ansatz die DGL 18st, denn es entsteht eine Gleichung, in der die Variable ¢ nicht mehr
auftritt. Zweitens wird klar, wie der Parameter A mit dem Ortsfaktor resp. der Fallbeschleunigung ¢

zusammenhangt:

"t)=-g = 24=-g =  A=-3

(b) Einerseits kennen wir den Ort zum Zeitpunkt ¢ = 0, nimlich z(0) = xo = 17m. Andererseits wissen
wir, dass der tote Punkt zum Zeitpunkt t,,x = 1.7s erreicht wird. Im toten Punkt ist die Geschwin-
digkeit kurzzeitig gleich 0, also 2/(tmax) = 0. Somit haben wir zwei Gleichungen, aus denen sich die

beiden Parameter B und C bestimmen lassen sollten:

z(0) = xg C = xg
, = (C=x9p=17Tm
2 (tmax) = 0 9 At + B = 0 ——=-
und B = —2At,,, = —2- (—9) o = Ghmax = 10 2 175 = 17 =
2 L g2 S

(c) Zunachst notieren wir die Ortsfunktion und ihre beiden Ableitungen neu — formal und numerisch:

2(t) = AP + Bt + 0 = =5 4 gt +00 = =55 -+ 17— - ¢+ 17m
S S

= 0(t) = 2/(1) = 24t + B = —gt + glmax = —10 5 - t + 17 =
S S

= a(t)=2"(t)=24=—g= —IOE2
s

Aufgrund der Anfangsbedingung z(0) = C' = z ist sofort klar, dass der Parameter C' direkt fiir die

Starthohe resp. den Startort x( steht, also fiir die 17m Abwurfhohe.

Wenn wir zudem bewusst zur Kenntnis nehmen, dass v(0) = 2/(0) = B ist, so wird weiter klar, dass

der Parameter B fiir die Anfangsgeschwindigkeit vy stehen muss.

Wenn wir mit dieser Erkenntnis die Funktion x(¢) nochmals neu notieren, wird alles noch klarer:

x(t):x0+vo-t—%t2

Das ist die im Prinzip bereits aus der 1. Klasse bekannte Gleichung fiir den Auenthaltsort x zum
Zeitpunkt t bei einer gleichmissig beschleunigten Bewegung mit Anfangsgeschwindigkeit vy und Be-
schleunigung a = —g. Der Startort ist xg. Zu diesem wird eine lineare Veranderung vyt aufgrund von

vg und eine quadratische Veranderung %tQ aufgrund von a hinzuaddiert.

(d) Wir erhalten fiir die Maximalhghe: 2(1.7s) = =553 - (1.75)* + 172 . 1.7s + 17m = 31.45m.

—vo £ /v — 4(—=%)xo

Und fiir die Landung: () = —%tQ + vot + xo L 0 < t1) = 2-0)
T2

—vp £ /v¢ +2
&ty = Y Yo + 29%o ~ —0.81s oder 4.21s (negative Ldsung kommt nicht in Frage!)

g
= v(4.21s) =2/(4.21s) = =105 - 4.21s + 172 = —25.1 .



2. Dreierlei vom Abbremsen

(a) e Konstante Reibungskraft (z.B. Rollreibung)

Zuerst leiten wir den gegebenen Funktionsansatz zweimal ab:
x(t) = At* + Bt + C = 2'(t) = 2At + B = 2"(t) =24

Soll die DGL stimmen so folgt:

myy =94 £ & A=_2 =224 Bt
x() m < 2m = x() 2m * +C

. Dies ist die allgemeine Losung fiir die Bewegung eines Korpers mit Masse m bei konstanter

Bremskraft —a. Sie muss nun noch an die Anfangsbedingungen x(0) = 0 und v(0) = 2/(0) = vy
angepasst werden, wodurch die beiden Parameter B und C festgelegt werden:

x(O):C;0 = (C=0 und x'(O):B;vo = B=u

(6% «
= x(t):—%t2+vot = x’(t):—EtJrvo

Das sind die altbekannten Bewegungsgleichung z(t) = vt + %t? und v(t) = vy + at zur

gleichmassig beschleunigten Bewegung mit Anfangsgeschwindigkeit vy und Beschleunigung a =
o
g

Der Wagen hat fertig ausgerollt, wenn v(t) = 0 ist. Daraus folgt fiir die Zeit tonq bis zum Stillstand:

o | VoM
U(tend) =v9— — tend =0 = fend =
m o

Und somit ergibt sich fiir den Ort des Stillstandes resp. fiir die zuriickgelegte Strecke:

o [vgmN 2 vom avdm?®  vim  vim 1 vim
( ) - _ %% om _ vpm _ Y%
2ma? o o

Tend = w(tend) = 5 —5 +1 o0

. Die zugehorigen Bewegungsdiagramme befinden sich oben auf der ndchsten Seite.

Fiir die Dauer der Bremsung und die Bremsstrecke erhalten wir:

_vwm _ 15 -2kg
fena = = == =7 =208
m\2
. d_v%m (1%)" 2kg 10
e 20 2-0.1N
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(b) ee Bremskraft proportional zu v (z.B. Wirbelstrombremse)

i. Wieder starten wir mit dem Ableiten des Funktionsansatzes. Dabei gilt es die Kettenregel zu
beachten! Aus e~* geht beim Ableiten ein zusitzlicher Faktor —\ (= innere Ableitung) hervor:

z(t) = A+ Be ™™ = 2'(t) = —ABe ™M = 2"(t) = N2 Be ™

Einsetzen in die DGL liefert:

—B-2t)=m-2"(t) = —B(=AB)eM=mNBe M = f=m) & I= s
m
Der Ansatz I6st also diese lineare, homogene DGL 2. Ordnung (die Variable ¢ fallt komplett raus),

wenn fiir den Parameter \ gilt: A = %



ii. Die Parameter A und B werden durch die Anfangsbedingungen festgelegt:

2Z(0)=-ABe® = -A\B £y = B=_-2__ U0
A B
2(0)=A+Be’=A+B =0 = A:—B:%

Damit folgt fiir die eindeutige Funktion und ihre beiden Ableitungen:

z(t) = A+ Be M = Yo Lot = 2O <1 — 67%t>

B B B
o(t) = 2/(t) = —ABe M = g . % Ty
2
a(t) = x”(t) =NBe M = <%> . <_%> . eiﬂt = _% . efgt

iii. Die Geschwindigkeit nimmt somit exponentiell ab. Daraus folgt fiir die Bremszeit tqpq:
_By ! _By . ..
V(tend) = voe m'ed = 0 & e mtnd =() = hat keine Losung!

Diese Gleichung hat keine Losung, denn die Exponentialfunktion nimmt niemals den Wert 0 an.
Sie kommt dem Wert 0 fiir tenq — o0 nur beliebig nahe. Das fiihrt uns zur komischen Aussage,
dass der Wagen unendlich lange weiter rollt, also eigentlich nie zum Stillstand kommt.

Ergibt es dann iiberhaupt Sinn nach der Strecke bis zum Stillstand zu fragen? Miisste der Wagen
jetzt nicht unendlich weit rollen? Die Antwort lautet: Nein! Fiir unsere Ortsfunktion ergibt sich
namlich im Limes fiir t — oo:

Tend = tli)rglox(t) :tl_igloﬂ (1 — e*%t) = % (1-0) = %
D.h., der Wagen kommt dem Ort zepng = % beliebig nahe!
In der Realitat stimmt das ewige Weiterfahren natiirlich nicht, denn es gibt erstens das perfekt
reibungsfreie Rollen nicht, d.h., es kime noch eine Rollreibung vergleichbar mit derjenigen unter
(a) hinzu. Aber selbst wenn es die perfekt reibungsfreie Rollbahn gibe, wiirde die Exponential-
funktion z(t) in nicht allzu langer Zeit so nahe an z¢,q heranriicken, dass der Unterschied zu

_B . . . . . .
Tend, also % -e~m !, unter eine Haarbreite fallen wiirde. In iv. rechne ich das mit den gegebenen

Werten mal kurz durch.

Auf jeden Fall wire die makroskopisch beobachtbare Bewegung sicher rasch zuende.

iv. Zunichst stellen wir fest, dass 2 (t) fir t = 0 den Wert —% ergibt. Daher muss dieser negative
Bruch als Anfangsbeschleunigung aufgefasst werden. Zusammen mit z¢nq = % kdnnen wir die
Bewegungsfunktionen nochmals iibersichtlich notieren:

_By _By . Vom
x(t):xend_xende m = Tend (1—6 m > mit  Zepg = 7

v(t) = 2'(t) = v et

a(t) =2"(t) = ag e mt mit ag =

_wpB
m

Wir setzen die gegebenen Werte ein und erhalten fiir xo,q und ag:

m N
vom 12 .2kg v /3 1?'0'1_111/5 m
Tt = g S G S m o und e == e = 005G

m/s

Damit lassen sich die drei Bewegungsdiagramme bequem skizzieren (siehe néchste Seite).
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Wie immer bei abnehmenden Exponentialfunktionen konnen wir die Halbwertzeit 7' 5 berechnen,
die uns sofort ein besseres quantitatives Verstdndnis ermdglicht:

1 In2 2kg -1In2
v(Tl/Q) =9 67%7‘1/2 L UEO = 6*%T1/2 L 3 & Ty = mﬁn = Of Nn ~ 13.9sg
. m_/s

Nach etwa 14s ist die halbe Strecke bis x.,q zuriickgelegt und sowohl die Geschwindigkeit, als
auch die Beschleunigung sind auf die Halfte ihrer Anfangswerte gesunken.
Nun mochte ich noch beantwortet haben, nach welcher Zeit der Wagen nur noch eine bestimmte
Lange d von zq,q entfernt ist. Dafiir folgt:

m d m Tend

_B4
Tend — X(t) = Xepge m" =d & t=—— -In— =—"-In
end () end Tond B d

Dabei habe ich ausgenutzt, dass —In ¢ = ln% ist.
Bestimmen wir damit, nach welcher Zeit der Wagen nur noch eine typische Haardicke (ca. 75 um)
von Iengq entfernt ist:

~ 250s

; m . Tend 2kg 20m
r— —5 - in = - In
Hoar = 3 i 0.1 X 0.000075m

m/s

Makroskopisch hat der Wagen also nach etwa vier Minuten angehalten.
vom

. Wie wir schon langst herausgefunden haben, stehen A = —B = = Zenq fUr die Endweite

resp. den Endort, der resp. dem der Wagen fiir t — oo unendlich nahe kommt.



(c) ee Bremskraft proportional zu v? (z.B. Luftwiderstand)

Nun wird die bremsende Kraft bei kleinen Geschwindigkeiten aufgrund des Quadrates besonders klein.
Reicht das noch, um den Wagen innerhalb einer endlichen Strecke zum Stillstand zu bringen?

i. Wie gewohnt leiten wir zuerst ab. Dabei ist [Inz]' = 1 und [1] = —x—12. Ausserdem muss auch
hier die Kettenregel beriicksichtigt werden. Aus der inneren Funktion At + B ergibt sich jeweils
ein zusatzlicher Faktor B:

- o1 AB
z(t)=A -In(Bt+C) = Z(t)=A B C B_Bt+C’
AB AB?
"
:—7.B:_7
- TO="Grop (Bt + O)2

Diese Ableitungen setzen wir in die DGL ein:

- (Z®)) =m-() > -y < = )2 - <—(A732>

Bt+C Bt + C)?
N yA2B? B mAB?
(Bt+C)2  (Bt+C)?
& YA=m & a="
Y

Somit erfiillt der Ansatz die DGL zu allen Zeitpunkten, denn die Variable ¢ ist vollig herausgefallen.
Dazu muss aber der Parameter A den Wert % aufweisen.

ii. Immer noch sollen der Startort xp = 0 und die Startgeschwindigkeit 2'(0) = vy vorgegeben sein.
Daraus folgern wir:

!

2(0)=A-(B-0+C)=A-In(C) =0 & C=1

AB AB c=1 ! Yo _ Vo _ Yo
/ = — = frg AB freg B - - = — = -
"O=FTre" T oo A=
Numerisch erhalten wir fiir die Parameter A und B (mit N = k%'Qm):
am_ 2kg :2kg-m2: 2kg - m? _ %0m
0% 0.1%/82 0.IN -2 0.1k§_-2m.82

vo 12 0.05 1 A m
B=—=—5 —— (= —=—=—=20s
A 20m s ( B vy wo ”

Nun kdnnen wir unseren Ansatz und die beiden Ableitungsfunktionen sowohl unter Verwendung
der vorgegebenen Parameter m, v und vg, als auch numerisch notieren:

0.05¢
w(t):A-ln(Btﬁ—C):m-ln(mt—i—l):20m-ln< +1>

v m S

(1) = AB _ AB _ AB A 5 20m
Bt+C Bt+1 B(t+5) t+5 t+5- 1+20s

() = AB? __ ~AB*> AP’ _ —A _ - _ —20m
(Bt+C) (Bt+1)? B2(t+ 1) (t+ 1) (t+ %) (t +20s)?

Bem.: Wir sehen, dass der Parameter A die Langeneinheit m erhalten muss, denn der Logarithmus
naturalis ist ja einfach eine Zahl (ohne Einheit) und z(¢) muss ja eine Ortsangabe liefern. Ebenso
ist klar, dass der Parameter B die Einheit % erhalten muss, denn B wird in z(t) mit einer Zeit
multipliziert. Dabei muss eine Zahl entstehen, denn nur eine solche Zahl kann erstens zu 1 addiert
werden und zweitens kann der Logarithmus nur von einer reinen Zahl berechnet werden.



iii. Das Argument 1°0¢ 41 in der Logarithmusfunktion von x(t) ist linear in ¢, wachst also fiir £ — oo
ins Unendliche an. Damit wird aber auch der Logarithmus resp. x(¢) unendlich gross:

lim z(¢) = lim <@ -In (mt—i-l)) = 00

t—o00 t—o00 v m

Der Wagen wiirde tatsdchlich unendlich weit rollen, wenn er nur durch diesen quadratisch von der
v abhdngigen Luftwiderstand gebremst wiirde. Das ist in der Realitdt natiirlich nicht der Fall, weil
es immer noch andere Reibungseffekte gibt, wie z.B. die Rollreibung oder eine Luftwiderstand-
komponente proportional zu v, die nur bei geringen Geschwindigkeiten relevant ist.

Dem entsprechend wird der Wagen auch unendlich lange weiterrollen.

iv. Hier die drei Bewegungsdiagramme:
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Geschwindigkeit und Beschleunigung streben im Limes t — oo offensichtlich gegen 0. Das passiert
aber zu langsam, als dass sich fiir den Ort x(t) ein endlicher Grenzwert ergeben kann.



3. ee Horizontales “Federpendel” — die Differentialgleichung des harmonischen Oszillators

()

Wir leiten den Funktionsansatz zweimal ab:

x(t) = A sin(wt) + B cos(wt)
= 2/(t) = Aw cos(wt) — Bw sin(wt)
= 2'(t) = —Aw? sin(wt) — Bw? cos(wt) = —w” (A sin(wt) + B cos(wt)) = —w? - z(t)

Damit wird sofort klar, dass dieser Ansatz die DGL erfiillt, falls die Kreisfrequenz w einen bestimmten
Wert hat:

D D D
") = —wPat) = ——a(t) = WP=— = w=y/—

Die Differentialgleichung gibt somit den Zusammenhang zwischen der Masse m und der Federkon-
stanten D auf der einen und der Pendelfrequenz f resp. der Pendelperiode T auf der anderen Seite

VOor:
2 27 Im 1 D
w T mf = w T D und f = 27T 27T m

Dass unser Funktionsansatz wirklich alle moglichen Lésungen der DGL abdeckt, also effektiv der
allgemeinen Losung entspricht, ergibt sich aus der Tatsache, dass es sich um eine lineare und homogene
Differentialgleichung 2. Ordnung fiir z:(¢) handelt. Die allgemeine Lésung muss folglich aus der Summe
zweier linear unabhéngiger Funktionen stehen, hier sin(wt) und cos(wt), die je mit einem Vorfaktor,
bei uns A und B, versehen sind. Die Werte von A und B werden erst durch weitere Randbedingungen
festgelegt, sodass schliesslich eine an das Problem angepasste und eindeutige Losung entsteht.

Wir setzen die Randbedingungen in x(t) resp. 2/(t) ein und erhalten:

2(0) = A sin0+ B cos0 = 1o

‘ B = X0
2’ (0) = Aw cos 0 — Bw sin 0 20

Aw =0

Aus der unteren Gleichung folgt mit w # 0, dass A = 0 sein muss. Somit ergibt sich als eindeutige
Losung die Ortsfunktion:
D

t) = xg - cos(wt mit =1/—
x(t) = xo - cos(wt) it w —

Wir benutzen die aus der DGL folgende Gleichung fiir die Kreisfrequenz w:

75N rad
_1/ —/ ,/15 ~ 387 —
“ 0.5ke

Die Einheit rad steht fiir eine Winkelangabe im Bogenmass. Bei w handelt es sich ndmlich um eine
Winkelgeschwindigkeit (= Kreisfrequenz), also um eine Angabe, die die Verdnderung eines Winkels
pro Zeitspanne beschreibt. Nur so entsteht bei Multiplikation mit einer Zeit ¢ im Argument der Sinus-
oder der Cosinusfunktion tatsdchlich ein Winkel.

Nun verwenden wir die Zusammenhange zwischen der Kreisfrequenz w und der Frequenz f resp. der
Periode T', um letztere beiden Angaben zu bestimmen:
27 N T_27TN 27 rad 1

1
= = — = ~ 1.62s d = — = ~ 0.616 H
W= w 37 5o F =7 %1625 z

Fir die Ortsfunktion notieren wir formal und numerisch zum Schluss nochmals:

d
x(t) = ¢ - cos(wt) = —10cm - cos <3 87 & >



4. e Mehr Komplexes — Don’t you forget!

(@) z=i-(T—6)=Ti—6i>=6+Ti

1 3 1 3 5 b
(b) 2= <§—§i> (-2-0)=-1-Sit3i+35% =2+
(c) 13—-261 13(1—2i) 5—12i 13(5—12i —10i + 24i2) 13(—19 — 22i) 19 22,
C Z = = . = = = - — —1
5+ 12i 54121 5 —12i 25 — 144i2 169 13 13

(d) 42=2"43 = Ad(z+iy)=20r-iy)+3 <& 4dor+4iy=2r—-2iy+3

dr =2r +3 2z=3 x:% = z—§ rein reelll
dy = =2y 6y =0 y=20 N '
o _ . o . T=y @
() z*—2i=Im(z)+i-Re(22) = =zxz—-iy—2i=y+i-2z = ‘—y—2:2x ®
. 2 2 2.
= @O@n® —-—z-2=2zx & -2=3z < x:—gzy = Z:—g—gl

Dabei habe ich bei (d) und (e) einfach z durch z+iy und z* durch x —iy ersetzt. Danach miissen jeweils die
Realteile beider Gleichungsseiten iibereinstimmen und ebenso die Imaginarteile. Somit enthilt eine komplexe

Gleichung eben zwei reelle Gleichungen.



