Ubungen zur Quantenphysik — Lésungen Serie 12

1. Freie Wahl des Nullniveaus: Klassische und Quantenmechanik im Vergleich

(a)

Wir setzen die Wellenfunktion Wy, (z,t) = e Yo/" . w(z t) in die modifizierte Schrédinger-

Gleichung ein:
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In Wy = e Vol/h . @ sind beide Faktoren von der Zeit ¢, aber nur ¥ vom Ort x abhingig. Daraus

folgt fiir die partiellen Ableitungen in dieser modifizierten Schrédinger-Gleichung:
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Diese Ableitungen und ¥yey = ¥ fiigen wir in obige Gleichung ein:
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Zunichst teilen wir diese Gleichung durch den Phasenfaktor e="Vo!/" Danach folgt weiter:
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Dabei haben wir im letzten Schritt verwendet, dass ¥ Losung der urspriinglichen Schrodinger-
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Gleichung ih%—f = —2h—m %m;” + VU ist.

Offensichtlich erfiillt ¥yey(z,t) die mit Vy modifizierte Schrédinger-Gleichung.

Der Wechsel des Nullniveaus der potentiellen Energie verandert also die Wellenfunktion, indem er
ihr den Phasenfaktor e 1Vo!/" hinzufiigt. Welche Konsequenzen ergeben sich daraus fiir die Erwar-
tungswerte, die nun mit ¥pey(x,t) anstelle von ¥ (x,t) berechnet werden miissen?

Wir untersuchen:
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Dabei haben wir verwendet, dass der Operator @ keine Ableitung nach der Zeit ¢t enthalt und somit
der Phasenfaktor e~ 1V0t/" als multiplikative Konstante vor den Operator genommen werden kann.
Da (e Vot/hyx — ¢iVot/h kiirzt sich der Phasenfaktor aus der Rechnung raus.
Damit haben wir nun aber gezeigt, dass so ein Phasenfaktor fiir die Berechnung des Erwartungswertes
einer beliebigen GroBe ) gar keine Rolle spielt.
Das bedeutet: Die Veranderung des Nullniveaus verandert in der Quantenmechanik zwar die Wellen-
funktion — Hinzufiigen eines Phasenfaktors e~ 1Vo!/" — aber diese Modifizierung hat keinen Einfluss
auf die Erwartungswerte, die sich aus der Wellenfunktion ergeben. (Selbiges lasst sich iibrigens auch
fiir die konkreten Messwerte zeigen, die man bei der Messung der GréBe ) im Zustand Wy, er-
halten kénnte. Das erahnen wir an dieser Stelle, denn wenn der Mittelwert dieser Messwerte gleich
bleibt, dann diirfte das eben daraus folgen, dass auch die Einzelwerte nach wie vor dieselben sind.)
Somit ist auch in der Quantenmechanik eine freie Wahl des Nullniveaus der potentiellen Energie
gewahrleistet.



2. Spielereien rund um die Additionstheoreme und die Euler-Schreibweise fiir sin x und cos x
(a) Mit den Symmetrieeigenschaften cos(—a) = cos a und sin(—a) = — sin « folgt unmittelbar:
sin(a — 3) = sin (a + (—B)) = sin acos(—B) + cos asin(—B) = sin acos 8 — cos avsin 8
cos(av — B) = cos (a4 (—f8)) = cos acos(—f3) — sin asin(—f3) = cos avcos B + sin avsin

(b) Wir benutzen zuerst das Additionstheorem, dann die Doppelwinkelformel und zum Schluss dann den

trigonometrischen Pythagoras, also dass cos? z = 1 — sin? ist:

sin(3z) = sin(2x + x) = sin(2z) cos x + cos(2x) sinz

2y —sin2x) -sinx

= 2sinxcosx - cosx + (Cos
= 3sinzcos’z —sindz = 3sinx(1 - sin2:r3) —sin®z = 3sinz — 4sin’® x
Ganz analog gehen wir bei cos(3x) vor:
cos(3z) = cos(2x + x) = cos(2x) cos x — sin(2x) sinz
= (cos?z —sin?x) - cosz + 2sinz cos z - sin =
= cos®z — 3sin® zcos z = cos® x — 3(1 - cos? x)cosT = 4cos®x — 3cos

Von der Richtigkeit dieser Umformungen kann man sich in GeoGebra leicht {iberzeugen.

(c) Wir gehen fast genau gleich vor wie im gezeigten Beispiel:
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(d) Wir wandeln in die Euler-Schreibweise um, multiplizieren geschickt aus, sortieren dann nach ver-
schiedenen Potenzen von e und gruppieren neu, wobei wir das Ziel im Auge behalten:
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N.B.: Von der ersten zur zweiten Zeile haben wir die dritte binomische Formel verwendet.

(e) Zunichst multiplizieren wir cos®z in der Euler-Schreibweise aus. Dabei verwenden wir die dritte

Zeile des Pascal’schen Dreiecks, resp. dass (a + b)% = a3 + 3a%b + 3ab® + b3 ist:

ir —iz\ 3
1 .. . . .
cos®x = <%) =3 (63“ +3e” + 3¢ + e_gm)

Das lasst sich leicht ableiten:
1 . . . .
[cos3 CE], =3 (3ie3w + 3ie®* — 3ie™ " — 316731;}3)
Nun sortieren wir die Terme in der Klammer so, dass sich zwei Sinusfunktionen ergeben:
3i 3i

[cos3x]/ =3 (%% — e 3T el — 1) = 3 (2isin(3z) + 2isinz)
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=1 (sin(3x) + sin:v) = —3cos“rsinz

Beim letzten Schritt haben wir die Identitét aus (d) benutzt: cos® zsinz = 1(sin(3z) + sinz).



(f) Zunachst die Variante mit den Additionstheoremen, die uns ungeheuer direkt zum Ziel fiihrt und
einmal mehr aufzeigt, wie niitzlich diese Gleichungen sind:

f(z) = A-sin (k(z — z0))
= A -sin(kz — kxg) = A - (sin(kz) cos(kzo) — cos(kx) sin(kx))
= Acos(kp) - sin(kz) —Asin(kg) - cos(kx)
=B =C

Die beiden Koeffizienten sind also durch B = A cos(kg) und C' = —Asin(ky) gegeben.

Das wollen wir jetzt noch mit der Euler-Schreibweise zeigen — und dabei nochmals etwas Neues
lernen. Zunachst notieren wir beide Schreibweisen in Euler-Schreibweise und stellen geschickt um:

eik(mfxo) _ efik(mfzvo)
= A -sin (k(x — =A-
f(x) sin ( (z :UO)) 5
_ é (eikmefikxO . efikmeikmO) _ Ae_ikl‘o eikll? _ Aeikxo e*ikm
2i 2i 2i
Wir erkennen an dieser Stelle, dass wir fiir den Raum aller Sinusfunktionen mit Mittelhéhe y = 0 und
Periode T noch eine weitere Basis gefunden haben. Die beiden Funktionen e** und e~ spannen

diesen Raum ebenfalls auf, allerdings sind das nun ja komplexe Funktionen. Dem entsprechend
kdnnen auch die beiden Koeffizienten komplex sein. Werden die Koeffizienten so gewdhlt wie oben,
so entsteht im Reellen eine Sinusfunktion — in die wir nun natiirlich auch komplexe Zahlen einsetzen
diirften.

Formulieren wir nun auch die Zielfunktion in dieser Basis:
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Auch hier haben wir entdeckt, dass die Funktion f(x) eine Linearkombination der beiden Basis-
funktionen el*® —ikz ist  Wenn die beiden Funktionen iibereinstimmen sollen, dann miissen
die Koeffizienten gleich sein. Aus dieser Uberlegung erhalten wir ein Gleichungssystem mit zwei
Gleichungen fiir die beiden Koeffizienten B und C:

und e

B C o A —ikzq
at3= 621 @
B C o A ikz(
—xt3 ="y |@
—ikxzo _ ,ikxzo ikzog _ ,—ikxgo
0+®: Cc=A-S "¢ A "% A sin(ker)
2i 2i
—ikxo ikxo ikxo —ikxo
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Damit haben wir effektiv das gleiche Resultat erhalten wie oben mit den Additionstheoremen.



3. Der Grundzustand des quantenmechanischen harmonischen Oszillators
(a) Fiir die Normierung benétigen wir das Betragsquadrat der Wellenfunktion:

|W($,t)|2 — P — Aefa[(me/h)fit] . Aefa[(m:vQ/h)Jrit} — A2 672am12/h

Damit folgt fiir das Integral iiber die gesamte Ortsachse, das die Gesamtwahrscheinlichkeit 1 ergeben

muss:
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Uberlegungen zu einzelnen Schritten

. . _ 2
i. Achsensymmetrie des Integranden e—2amz"/h,

ii. Lin. Subst.: s = /242 7, sodass s? = 2‘”’” . Vor dem Integral entsteht der Faktor |/ 5/

e dg = LT

iii. Ausnutzung des Gauss'schen Integrals fo 5

Die Wellenfunktion ¥(z,t) und ihr Betragsquadrat | ¥ (x,t)|? lauten somit:

2 . 9
U(z,t) =y % . gal(ma®/h)+i] und | (x,t)|? = ::;Ln e—2ama?® [h

Den Graphen von |¥|? kennen wir bereits. Es handelt sich um die Gauss’sche Glockenkurve.

(b) Fiir das Einsetzen von ¥(z,t) in die Schrodinger-Gleichung dient es der Ubersichtlichkeit, die par-
tiellen Ableitung bereits vorher zu erledigen. Da sich die unter (a) ermittelte Normierungskonstante
A beim spateren Einsetzen in die Schrodinger-Gleichung ohnehin wegkiirzen muss, brauchen wir sie
nicht auszuschreiben:
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Mit diesen Ableitungen gehen wir in die Schrédinger-Gleichung:

ow h o*w
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Damit haben wir ein quadratisch vom Ort = abhéngiges Potenzial erhalten (keine Zeitabhangigkeit):
V(z) = 2ma’a?

Dies ist das Potenzial des harmonischen Oszillators, das in der klassischen Mechanik beispielsweise
einem Federpendel zugrunde liegt. Mit ¥ (x,t) = ¢ 273—%” -e~al(ma?/M)+it] kennen wir nun bereits eine
Losung der Schrédinger-Gleichung zu diesem Potenzial. Wie wir bald sehen werden, ist es nicht die
einzige.

(c) Es folgen vier Erwartungswertberechnungen. Dabei lohnt es sich Symmetrien auszunutzen:

x ist ungerade resp. punktsymmetrisch

x? ist gerade resp. achsensymmetrisch

2 . 1
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_ 2 . ;
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= g2e2amat/h gy gerade resp. achsensymmetrisch

Die Integrale von —oo bis 400 iiber ungerade Funktionen ergeben sowieso Null. Das kommt hier
zweimal vor. Die anderen beiden Erwartungswertberechnungen sind etwas langwieriger:
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(d) Mit den Resultaten aus (c) berechnen wir die Standardabweichungen von Ort und Impuls:

Y R S

4dam 4dam

Op = \/<P2> —(p)? = Vamh — 0= vVamh

Daraus ergibt sich fiir das Produkt der beiden Standardabweichungen:

| h [ h [h2 R
O'xO'p: M-vam = MCLTI’LFL: Z:§

Somit erfiillt die WeIIenfunktion U(z,t) = {/2n e~al(me*/)+it] gie Heisenberg’sche Unschirfe-

relation 0,0, > gerade noch.
(e) Wir nutzen aus, dass H ¥ = —%fi + V & gerade der rechten Seite der Schrédinger-Gleichung
entspricht:
~ n? 0?w ov
HY = oy YV L ih - =ih-(~ia¥) = ah ¥
m oOx

Damit folgt fiir den Erwartungswert der Gesamtenergie:

+oo . +oo +oo
<E>:/ LT/*Hde:/ W*ah?dx:ah-/ V¥ dxr = ah

—00 —00 —00

Zu Beginn der Aufgabe wurde gesagt, dass ¥ (z,t) = 4/ 2;—2” e~al(me?/M+it] den Grundzustand
des quantenmechanischen harmonischen Oszillators beschreibt. Das bedeutet, es gibt offenbar auch
angeregte Zustinde eines solchen Oszillators. Der energetisch tiefste Zustand, also eben der Grund-
zustand, hat aber offensichtlich nicht die Gesamtenergie 0. Auch wenn wir einen solchen Oszillator
so weit wie nur moglich abkiihlen, enthdlt er Energie — er steht also quasi nie ganz still.



Da H? einfach fiir die doppelte Anwendung des Hamiltonoperators steht, finden wir sehr ziigig:

H?>=H(HW) = H (ah ¥) = ah HY = a*h* ¥
+o0 . +00 +oo
= (B%) = / V*H? U dx = / U*a?h? W dr = a*h> - / T* U de = a?h?

— 0 —0o0 -0

Somit folgt fiir die Standardabweichung der Energie:

o5 = VB — (E)? = \/a?2 — (ah)? = 0

Es gibt also keine Streuung der Energiewerte! Befindet sich der quantenmechanische Oszillator in
seinem Grundzustand, so wird eine Messung der Gesamtenergie stets den Wert af liefern.

Es gibt also Zustande, die den Wert bestimmter GroBen eindeutig festlegen! Das wollen wir hier
abschlieBend mitnehmen.



