Ubungen zur Vektorgeometrie — Losungen Serie |
1. (a) Die drei Vektoren lauten:

() =) =)

(b) Wir rechnen (Addition/Subtraktion):

Hier die grafische Darstellung:

Y

(c) Ebenso erhalten wir:

(d) Wir schliessen rechnerisch auf den zu subtrahierenden Vektor §:

o - 4 1
ote o oo (4)-()-()

Das wussten wir ja bereits aus Aufgabe (b).

2. Wir fiihren die skalare Multiplikation aus:

(i) = ()
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3. Bei kollinearen oder linear abhangigen zwei Vektoren @ und b lasst sich der eine Vektor als reelles
Vielfaches des anderen schreiben. Es muss also gelten:

b=Fk-d mit kcR

Ein in Frage kommender Faktor k lasst sich bereits aus der Betrachtung einer einzelnen Komponente

ermitteln: ; )
by k- ay

Die Frage ist dann, ob derselbe k-Wert auch die y-Komponenten miteinadner verkniipft. Nur wenn
dies der Fall ist, gilt tatsdchlich b = k - @. Tatsdchlich kdnnte man hier von einem iiberbstimmten
Gleichungssystem fiir die Zahl k sprechen:

| b

o = k. k=22
b= k-d = bm,k% by
by = k-ay k= ay

Wir haben zwei Gleichungen, aber nur eine Unbekannte k. Daher handelt es sich um ein iiberbestimmtes
Gleichungssystems, das im Allgemeinen nur “per Zufall” eine Losung hat.

Probieren wir es mit den Vektoren @ und b aus:

—3\ - ~1 by -1 1 b, —+/2/3 1
= b= = ky=-—2="=2 und k,=-L= = £k,
() 7= (Lvm) weTimg o e =T e

Somit ist der Faktor in der x-Komponente ein anderer als in der y-Komponente und die beiden Vektoren
a und b sind nicht kollinear.

Man kann diese Uberpriifung nun grundsitzlich fiir jedes Paar von Vektoren durchfiihren. Das gibt
offensichtlich viel zu tun:

B k== 1 und k== Y2k nicht kollinear

0z —3 ay 2
- 2 d, —4

a,d: ky= & _ 6v2 =-2v2 und k,=-Y=—=-2V/2=k, = kollinear!
Gy -3 ay /2
. 3/2 1 1 . .

a, e k:x:e—:—/:—— und ky:e—y:@:—#kx = nicht kollinear
ag -3 V6 ay V2 V6

. 2

b k=3 3 und ky =L = V2 34k, = nicht kollinear
by, —1 by —\/2/3

- d 2 d —4 , ,

b,d: k,=-—= ﬂ = —6v2 und ky = &= =2V6 £k, = nicht kollinear
by —1 vy —/2/3

. 3/2 1

T TR VA L Y | PR N T V33 L L4 S nicht kollinear
by -1 2 by —\2/3 V2

- dy 62 d, -4 . .

d: ky=-2= 6v2 =2v2 und k=4 =—=-2V/2#k, = nicht kollinear

Cx 3 V2
3/2 1 1

Ge: k= V321 ky:@:@:—;ékx = kollinear!
Cz 3 V6 Cy V2 V6

- . 32 1 1 , ,

,€: k:w:e—:—/:— und ky:e—y:@:——%kx = nicht kollinear
de 62 43 dy — —4 4v/3
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4.

Schneller sind wir allerdings, wenn wir die Steigung jedes Vektors im R? berechnen. Sind die Steigungen

zu zwei Vektoren dieselben, so sind sie kollinear.

Der Vektor a = (Z”‘) entspricht einem Schritt um a, in z-Richtung, wahrend ein Schritt um a, in
y-Richtung erfolgt. %olglich ist die zugehdrige Steigung gegeben durch:

Mg =

Gy
Auf dieselbe Weise berechnen wir:

by _ —v2/3 _ |2
ey, T T 1 V3

dy -4 V2

md = =4 = — = ——

de  6V2 3

Gy _

v2_ V2

-3 3
0 V3
mC: _— = —
Cy 3
ey V3/3 V2
m, — — — —_ —
¢ €x \/3/2 3

Somit sind die Vektoren @ und d kollinear und ebenso die Vektoren & und é.

In drei Dimensionen gibt es dann allerdings keine solchen Steigungen, weshalb wir auf die mithsamere

Uberpriifung von oben zuriickgreifen miissen.

(a) Es geht um den Unterschied zwischen B und C' in der x- und in der y-Koordinate. Der Vektor
B? soll von B nach C fiihren und muss daher diese Unterschiede als Komponenten aufweisen:

5
xc—xp=6—-1=5 und yo—yp=-1-6=-7 = B?:< 7>

(b) Das Dreieck ABC' kann liber jede seiner drei Seiten hinaus zu einem Parallelogramm ergédnzt

werden:

Dy

11
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Es gibt somit drei Mdoglichkeiten fiir den Eckpunkt D. Von A aus kdnnen wir beispielsweise um

den Vektor +BC — (_57

von B aus um den Vektor AC' = (_86), um auch noch D3 zu ermitteln:

) verschieben, um zu den moglichen Eckpunkten D; und Dy zu gelangen,

Aum — BC verschieben = (xA—ﬁw,yA—ﬁO =(-2-5,547)=D;(-7,12)
A um B? verschieben = <£CA + B?x,yA + ﬁy) =(—=24+5,5-7) = Dy(3,-2)
B um ﬁverschieben = <x3+z@m,y3+z@y) =(148,6—6)=D3(9,0)

Das entspricht genau den Punkten D1, D5 und Ds in der Grafik auf der vorangegangenen Seite.

Um zum Mittelpunkt zwischen A und C' zu gelangen, miissen wir beispielsweise von A aus um
die Halfte des Vektors @ in Richtung C gehen. Daraus folgt:

1 1 1
A um 5@ verschieben = <£CA + iﬁm,yA + 5@3/) =(—244,5-3) = Mac(2,2)

Diese Losung ist auch in der vorigen Grafik eingetragen.

Wir benutzen nun die bereits in der Losung zu Aufgabe 3 vorgestellte Idee des eigentlich iiber-
bestimmten Gleichungssystems fiir den Faktor k. Allerdings haben wir nun mit dem Parameter ¢
eine zweite Unbekannte, sodass dieses Gleichungssystem eigentlich Losung(en) aufweisen sollte.

Wir setzen an:
Ay S
1/t 1

Wir setzen den Ausdruck fiir k aus der unteren Gleichung in die obere Gleichung ein und erhalten:

1
i=k

t:3k'

1
t=3k=3 - = =3 = t=+V3
Bevor wir diese Aufgabe Idsen, sei angemerkt, dass sich im R? jeder Vektor  als eindeutige
Linearkombination

w=s-u+t o mit s, €R

von zwei anderen Vektoren @ und ¥ schreiben ldsst, solange i und ¥ nicht kollinear sind. Das Wort
eindeutig meint dabei, dass die beiden Faktoren s und ¢ eindeutig sind, dass also bei vorgegebenen
4 und ¥ der Vektor w nur auf eine ganz bestimmte Weise aus diesen beiden Vektoren aufaddiert
werden kann.

Wir merken uns: Aus zwei nicht kollinearen Vektoren lassen sich durch Linearkombination samt-
liche Vektoren im R? bilden. Das hat natiirlich mit der 2-Dimensionalitit von R? zu tun!

Nun zur eigentlichen Lésung. Aus der Linearkombinationsgleichung folgt ein 2x2-Gleichungssystem
fiir die beiden Faktoren s und ¢, das wir wie gewohnt |6sen:

emseared o (o)=o () +e ()
c=s-a+t-b & =s- +t- =
Cy Ay by

1=2s+4t 1 =2s+4t _9
4=s5—2t 8 =25 — 4t

Cr =8 ap+1t-by
cy=5-ay+t-by

9 9
= 1:2-Z+4t S 1l——=4t < t= =

b

ol 3

= ) a
cC=—-Qq—
4
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Diese Losung konnen wir auch gut grafisch verstehen:

Y

(b) Natiirlich kdnnten wir wieder genau gleich vorgehen wie unter (a), also je ein Gleichungssystem
I6sen. Das ware aber viel zu umsténdlich, denn die Losung aus (a) zeigt ja bereits, wie die drei
Vektoren miteinander verbunden sind. Wir brauchen sie nur nach @ oder b aufzulGsen:

9 7 - -
>_ Z=>_ —»:1 =
C 4@ 8b & 8¢ 8a — Tb
& 18G=Tb+8 & i p4te
a= C a=— —C
18 9
5 - 1
& 7b = 184 — &¢ = b:786—§5’
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