Ubungen zur Vektorgeometrie — Losungen Serie VIII

1. Schneiden wir eine Ebene und eine Gerade, so wird es im Normalfall genau einen Durchstosspunkt geben.
Mathematisch erwarten wir ein Gleichungssystem mit einer eindeutigen Lsung. ..

Die Durchstosspunkte bestimmen sich durch Gleichsetzen der PDs fiir Gerade und Ebene und somit durch
das Lésen eines linearen 3x3-Gleichungssystems. Ich zeige die Aufgabe (a) ausfiihrlich vor:

34+2r=2—-54+2t |@®
(a) 5+4r=1-t |@ =

l+r=-3+3s+1t|®

3-0+®@: |10+Tr=3+17¢ l1+r=t |®
@: 15+4r=1-—t¢ 14+4r =—t|®

= @®+®: 15+5r=0 < r=-3

Die Parameter s und t miissen nicht berechnet werden, wenn einfach der Schnittpunkt zu bestimmen ist,
denn r ist der Parameter der Gerade ¢ und fiihrt uns mittels der PD von ¢ direkt zum Schnittpunkt:

3 2 -3
S=P(-3)=|15|-3-{4]=| 3 = 9(-3,3,-2)

1 1 -2

Die Aufgaben (b) und (c) funktionieren grundsatzlich genau gleich:

343r=-T-ds+2t\O@ 3.042 @ |17+ 11r = —15 — 14s

(b) | —134r=3-s-3t |@ = , T
8—3r=4+5s+3t |©® 2re =T
11r =2 —-14s |®
'—7“:6+28 ® = @+7-® 4d4r=44 & r=11
3 3 36
= S=P011)=|-13 | +11- 1 =1 =2 = 5(36,—2,—-25)
8 -3 —25
-3 —r=-—s5+2¢ —r+s—-2t=3 |®
(c) 1+r=2-3s+2t & r+3s—-2t=1 |®
3+3r=1+4s—-Tt 3r—4s+7t=-2|®
@—-3-®: |4r+4t=-8 r+t=-2 _
®+4-®:‘—r—t:10‘ r—i—t:—lo‘ - 2=l

Offensichtlich Iasst sich das Gleichungssystem (c) nicht 16sen. Die Gerade g schneidet die Ebene E nicht.
Vielmehr verlduft g parallel zu F!

2. Der Richtungsvektor von g kann auch als Richtungsvektor von E verstanden werden. Einen zweiten Rich-
tungsvektor erhalten wir aus der Differenz der Ortsvektoren von ) und dem Aufpunkt von g:

. 2 0 2
T=QA=A-Gg=-1|-|7]|=|-8
-3 2 -5

Ob wir Q oder A als Aufvektor von E verwenden, spielt keine Rolle. Hier die Variante mit Q:

0 -2 2
E: Pg(r,s)=|7|+r-| 3 | +s-[ -8
2 3 -5
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3. Wir bendtigen bei jeder Ebene zwei Richtungsvektoren, die sich als Ortsvektordifferenzen ergeben. Welchen
der drei Punkte man als Aufpunkt versteht, spielt keine Rolle:

~5=4AC ¢
0_3 _3 11,/" §
(a) Ga=AB=|[4-0|=1 4 ;
0-0 0 ; @=48B *B
0—3 -3 I 3
F=AC=0-0|=] 0
20 2 9)
3 -3 -3
= FE: Pg(r,s)=10]|+r-| 4 | +s 0
0 0 2
3-4 ~1 24 —2
b) Gd=AB=| —5-2 | =[-7 und  G=AC=| 6-2 |=| 4
1—(=1) 2 0—(—1) 1
4 ~1 —2
= E: Pg(r,s)=| 2 | +r-| -7 |+s-| 4
~1 2 1

4.

(a) Als Richtungsvektoren €, €, und €, konnen die Einheitsvektoren der Koordinatenachsen verwendet

werden und als Aufpunkt dient der Einfachheit halber der Ursprung selbst:

—

Ei(= a-y-Ebene) : Pi(r,s) =0 +r-

—

Ey(= x-z-Ebene) : Py(r,s) =0 +r-

—

Es(= y-z-Ebene) : P3(r,s) = O +r-

(b) Nun verwenden wir einfach den Punkt P als Aufpunkt:

Ey: ﬂ(r,s):ﬁ—i—r-é’m—ks-gz

1 0
€r+5-€ =r 0] +s 1
0 0
1 0
€prt+s-€=r 0] +s 0
0 1
0 0
€y+s-e&=r-|1]+s-10
1
2 1 0
=13 ]+ 0] +s 0
0 0 1

(c) Da Ej eine Ursprungsgerade enthilt, wihlen wir der Einfachheit halber den Nullvektor O als Aufvektor.
Die beiden Richtungsvektoren sind der Einheitsvektor €,, der senkrecht auf der z-y-Ebene steht, sowie

der Ortsvektor zum Punkt B(3,1,0):

—

Ex : Z%(r,s)zO—i—r-

€, +s-

0 3
B=r-10]+s 1
1 0
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(d) Die Winkelhalbierende des 1. Quadranten der y-z-Ebene verlauft durch den Ursprung O. Zu ihr gehort
0
die Richtung v = | 1 |, sodass sie in der y-z-Ebene bleibt, aber eben mittig in den 1. Quadranten
1
hineinsticht. Die x-Achse steht senkrecht auf der y-z-Ebene. lhr Einheitsvektor €, kann somit als
Richtungsvektor von Fg verwendet werden:

1 0
Eg : ]%(r,s):6+r-€x+s-6:r- 0]+s-11
0 1

(e) Ein Punkt in der z-y-Ebene hat die z-Koordinate 0. Damit ist klar, wie sich der zugehdrige Spurpunkt
aus der PD von g berechnen |3sst:

In gleicher Weise lassen sich die beiden anderen Spurpunkte bestimmen:

' 1 . L1 3 1 1 7/2
y=—14+2r =0 <& r=3 = sz:Pg<§>: -1 —|—§- 2 = 0
P ~1 3/2
' B ~ 3 1 5
z=2-1r=0 & r=2 = S,=P2)=|-1|+2 =13
2 -1 0

5. Wir versuchen, wie schon unter Aufgabe 1 den Schnittpunkt zu bestimmen:

8=3+4+3s—2t -3s+2t=-5 |®

—7+4r = —s+ 2t & dr +s—-2t=7 |®

17 —5r =74+ 2s — 3¢ 5 +2s—3t=10|®
N O+@: | 4r —25s =2 r—s=1|®
3-04+2-®: |10r—5s=5 2r—s=1|®

Wir erhalten zwei identische Gleichungen ® und @, aus denen sich nur eine Beziehung zwischen zwei Para-
metern ablesen |dsst. So kdnnen wir beispielsweise s durch r ausdriicken: s = 2r — 1. Durch Zuriickeinsetzen
konnen wir auch ¢ in Abhangigkeit von r formulieren:

in® —-32r—-1)42t=-5 & —6r+3+2t=-5 < t=3r—4

Aber welchen Wert darf man nun fiir 7 einsetzen? Offenbar gibt es keine Einschrankungen! Wir miissen
folgern, dass jeder Wert von r erlaubt ist. Das kann aber nur bedeuten, dass die Gerade g in der Ebene E
enthalten ist. Jeder Punkt auf g ist auch ein Punkt in E. Wir schreiben kurz: g € F.

Sobald ich mir ein bestimmtes r vorgebe, gehort dazu ein ganz bestimmtes Parameterpaar (s,t). Es sind
aber nicht beliebige Parameterpaare (s,t) erlaubt! Die drei Parameter sind voneinander abhingig. Jeder
“Schnittpunkt” muss schliesslich auf der Gerade g liegen.
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6.

(a) Diese Aufgabe ldsst sich auf zwei Arten l6sen. Zunichst kénnte man denken, dass einfach die beiden

Punkte S und F' zu bestimmen sind, um hinterher mit den Vektoren S—}l und ﬁ den Winkel v zu
berechnen. Das funktioniert, ist rechnerisch aber sehr aufwandig. Eigentlich geht es bei der Winkelbe-
rechnung ja nur um Richtungen resp. um Richtungsvektoren, nicht um die Berechnung von Punkten.
Ich zeige nun zuerst die effiziente Variante vor, die nur mit den Richtungen arbeitet, und hinterher
aber zum Vergleich auch noch die miihsamere Variante mit den Punkten.

Variante 1 (effizient): Wie die Grafik rechts
zeigt, ist B der Winkel zwischen dem Richtungs-
vektor ¥; und dem zum Lot parallelen Normalen-
vektor 77. Kennen wir [3, so ist der gesuchte
Winkel v rasch bestimmt: v = 90° — 3.
Es geht nun also vor allem darum, einen
Normalenvektor 77 zur Ebene zu ermitteln.
Dieser steht senkrecht zu den beiden
Richtungsvektoren der Ebene. Es folgt:

o _13 o _12 o z . - AF £ 0 x—3y+2z:0‘
9 ’ 4 ’ , Uﬁéo —2x+y—42=0

= —-5y=0 & y=0 und z=-22

Das unterbestimmte Gleichungssystem hat keine eindeutige Losung, denn schliesslich legen wir
nur die Richtung des Normalenvektors 7i eindeutig fest, nicht aber dessen Betrag. Diesbeziiglich
haben wir Wahlfreiheit und diirfen eine Komponente nach Belieben festlegen — wobei hier y = 0

allerdings fix ist! Damit sich moglichst einfache Zahlen ergeben, wéhle ich z = —1:
2
z=—-1 = zz=-22=2 = @u=|[ 0
-1

Jetzt ermitteln wir den Winkel 3, wobei wir durch die Verwendung des Skalarproduktbetrags
sicherstellen, dass sich der spitze Winkel ergibt (7; und 7i miissen ja nicht unbedingt auf dieselbe
Seite von E zeigen — das wissen wir a priori aber nicht). Im Anschluss l3sst sich dann sofort der
gesuchte Winkel ~ bestimmen:

7T, 12.440-2—1-3] 5[5
n-vg V2240241242 22432 /5-29 29

)
= [ =arccos/ 29 = 65.5° = 4 =24.5°

Wenn wir schauen, wie wenig es bei dieser Methode zu rechnen gab, dann ist das schon eine
sehr gute Mehtode (die dank des Vektorproduktes, dass wir bald kennenlernen werden nochmals
optimiert werden kann).

cos 3 =

Variante 2 (umstdndlich): Wenn wir unbedingt mit den Punkten S und F' arbeiten wollen, so gibt
das richtig viel zu tun, denn einen Schnittpunkt zwischen einer Ebene und einer Gerade zu be-
stimmen, die je durch eine PD gegeben sind, erfordert die Lésung eines 3x3-Gleichungssystems —
und bei dieser Aufgabe miissen wir dies sogar zweimal machen. ..

Wir beginnen mit dem Schnittpunkt S:

T+4t=-3+m—2n 4t —-—m+2n=-10|@
gNkE: —1+2t=-3-3m+n & 2t+3m—n=-2 |®
3+3t=-24+2m —4n 3t—2m+4dn=-5|®
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D+2-@: 8t+om=-14 |®

@®+4.-@: |[11t+10m=—13|® ©-2.& -5=15 & i=-3

7 4 -5
= S§=P(3)=-1]-3-[2|=]|-7
3 3 —6

Zur Bestimmung des Lotes kénnten wir nun auch den Normalenvektor 77 bestimmen, wie das im
Rahmen der effizienteren Variante 1 gemacht wurde, um anschliessend eine PD der Senkrechten
durch A anzusetzen und dann den Fusspunkt F' als Schnittpunkt dieser Senkrechten mit der
Ebene E zu ermitteln.

Ich gehe hier allerdings nochmals anders vor, damit wir moglichst viele Varianten zu sehen bekom-
men: Der Vektor AF muss senkrecht zu beiden Richtungsvektoren der Ebene E stehen! Diese
zwei Orthogonalitdten miissten ausreichen, um F' zu bestimmen, denn der Punkt F' lasst sich
ja — wie alle anderen Punkte der Ebene E — mittels der beiden Parameter s und ¢ notieren.
Parametrisieren wir also F' mittels der PD von E:

—3+m—2n
F = -3-3m+n
—24+2m —4n
Damit folgt fiir den Lotvektor ﬁ:
—3+m—2n 7 —10+m —2n
AP —F-A=| 3=3m+n | =[-1]=| —2=3m+n
—242m —4n 3 —54+2m — 4n

Dieser Lotvektor muss senkrecht zu den beiden Richtungsvektoren von E stehen, woraus folgt:

7 AF =0 1(=10 + m — 2n) — 3(=2 — 3m +n) + 2(=5 + 2m — 4n) = 0
7-AF L0 (10 +m —2n) +1(—2 — 3m +n) — 4(—5 + 2m —4n) = 0
—14+14m —13n =0 —182 +182m — 169n = 0
' 38 — 13m +21n = 0 ‘ ‘ 532 — 182m + 204n =0 | So0H12n=0
350 14 14 5—13 8
== —14+14m +13- — = = ==
195 3 = + 14m + 13 5 0 & m 5 5
Nun erhalten wir fiir den Fusspunkt F':
20
-3 1 —2 =3+ 5 1
L 14 14
F:P1<—§,—g>: -3 —? Bl-=- 1= —3+8 [ = -1
_ — 40
2 2 4 _2+ 5 6
Nun kdnnen wir endlich die Richtung  von S?' berechnen:
1 -5 6 1 1
SE=F-S=|-1]|-|-7|=[6]=6-{1] = a=]1
6 —6 12 2 2

Somit folgt fiir den gesuchten Winkel ~:

|1 - U | 1-4+1-242-3| 12 _ ( 12 >
— = = arccosS | ———
w-vg  \12412422.1/42422432 (/629 7 V6-29

Das ist offensichtlich eine unglaublich miihsame und fehleranfallige Losungsvariante!

4.5°

[\

cosy =
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(b)

Bei (b) benutze ich nun nur noch die effiziente Variante 1:

A T S T i AP L0 242y +0=0
u=\21],v= 4 , =1y = !
0 3 . - AP < 0 —r+4y+32=0

= 6y+32=0 <& 2z=-2y = Setzewillkirlich y=-1 = 2z=2

5 |7 - Ty 2-4—-1-2+2-3 12 4
cosp = = — _
n-vg V2241242242 4+22432 3v29 V29

4
= = arccos | — | =42.0° = = 48.0°
B ( 79) g

Wir sehen nochmals, wie ziigig die Winkelberechnung mit dieser Variante vonstatten geht.

Grundsétzlich besteht die Schnittgerade zweier Ebenen aus allen Punkten, die sowohl in der einen, wie
auch in der anderen Ebene enthalten sind. Es handelt sich in diesem Sinn um lauter Schnittpunkte
und wir miissen zu deren Ermittlung daher die Parameterdarstellungen beider Ebenen gleichsetzen:

3+m=4 @
EiNEy = 1+n=24+2r |®
24n=—-r+s5|®

Wir erkennen, dass es sich um ein lineares Gleichungssystem mit mehr Unbekannten (4) als Gleichungen
(3) handelt. Das System ist also unterbestimmt. Wir haben eine eindimensionale Wahlfreiheit — und
das ist gut so, denn wir ermitteln eine Schnittgerade, also eine “eindimensionale Losungsmenge”.

Gleichung @ legt den Parameter m = 1 bereits ohne Wenn und Aber fest. Aus @ und ® wiirde weiter
folgen:

n=1+4+2r

n—_9_ris = 14+42r=-2—-—r+4+s & s=3+3r

Diese Gleichungen werden aber gar nicht mehr bendtigt, denn zur Bestimmung der Geraden brauchen
wir im Prinzip einfach zwei Punkte auf ihr. Dank unserer Wabhlfreiheit diirfen wir nun willkiirlich z.B.
np = 0 und ng = 1 setzen. Zusammen mit m = 1 erhalten wir so aus der PD von FE; bereits die
Koordinaten zweier Punkte P und () auf der Schnittgeraden:

3 1 0 4
P=P(1,00=|1|+1-{0]4+0-({1]=[1
2 0 1 1
3 1 0 4
Q=P 1) =1]+1-{0]|+1-[1]=]2
2 0 1 3

0 4 0

= PO=G-P=1| = g: Bt)y=P+t-PG=|1]+¢t[1

2 1 2
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(b) Nun wird kein Parameter schon zu Beginn eindeutig festgelegt. Wir 16sen das Gleichungssystem soweit

wie moglich, wobei es unser Ziel ist, entweder die Parameter m und n zu E; oder die Parameter r und
s zu FE»s voneinander abhangig zu machen, um damit anschliessend aus einer der beiden Ebenen-PDs
leicht zwei Punkte auf der Schnittgerade zu ermitteln:

6+3m—-—5n=2+4+4r —s 3Im—5—4r+s=-4|®
4—-2m+3n=2+1lr+s s 2m —3n+1lr+s=2 |®
T+2m —Tm =4+ 3s 2m—Tm —3s=-3 |®

Ich entscheide mich fiir die Eliminierung von r und s (weil 7 in einer Gleichung bereits nicht mehr
auftritt) und starte mit 7:

11-@+4-@: |41m —6Tn+15s=—-36 |@®
®: 2m —Tn —3s = -3 ®

= ®4+5-® 5HIm—-102n=-51 &< m=2n-1

Damit sind wir in Sachen Losung des Gleichungssystems am Ziel. Nun kdnnen wir z.B. np = 0 und
ng = 1 setzen, um moglichst einfach zwei Punkte P und @) auf der Schnittgerade zu erhalten:

6 3 -5 3
np=0 = mp=-1 = P=P(-1,00=[4]|-1.[-2]|+0 3 |=[6
7 2 -7 5
6 3 -5 4
ng=1 = mg=1 = G=P(,-1)=[4|+1-[=2]+1:[ 3 |=]5
7 2 -7 2
1 3 1
= PO=0-P=|-1| = g: BO)=P+t-PQ=|6|+t-|-1
-3 5 -3
Versuchen wir schliesslich noch dieselbe Methode bei (c):
2—-m+3n=1+4r-+s m-—3n+4r+s=1@
m+2n=1+r+4s & m+2n—r—4s=1|©®
1+m=—r+2s m+r—2s=-1 |®
Hier eliminiere ich m und n, weil n in @ bereits nicht mehr auftritt:
2.-®4+3-@: | 5m +5r—10s =5 m+r—2s=1 |® o 1=
® | m+r—2s=-1 m—+r—2s=-1|6® -

Nun haben wir eine offensichtliche Unwahrheit erhalten. Das Gleichungssystem hat offenbar gar keine
Losung. Das kann nur bedeuten, dass wir es mit zwei echt parallelen Ebenen zu tun haben. Es gibt
keine Schnittgerade!

8. Ein Punkt auf der xz-Achse hat die y und die z-Koordinate 0. Diese beiden Bedingungen resp. Gleichungen
legen die beiden Parameter r und s eindeutig fest, sodass wir durch Zuriickeinsetzen in die PD von E den
zugehorigen Punkt berechnen kdnnen:

=

!
= —245r—3s=0 —245r—3s=0 48
il ‘—10+r—23:0‘ ‘50—5r+103:0 > BF=0 & s=-7
—48 144 130 26
—2 — - —_— = :2——:—— = ——
+or—3 - 0 & or 7 7 S o 7
—26 48 14452288 222 222
—2-2 —2-2. 2 46— = - = i
x r 4+ 6s - +6 - - - = Sx< 7,0,0)
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Bei den Schnittpunkten mit der - und mit der z-Achse gehen wir genau gleich vor:

|

=0 2—2r+6s=0 1—r+3s=0
L L ‘—10—{—7“—2520‘ ‘—10—}—7“—25:0‘ = 9rs=0 e s=9
= 2-2r46-9=0 & 2r=2454=56 < r=28
= y=-2+5r—-3s=-2+5-28-3-9=111 = S,(0,111,0)
r =0 2~ 27 + 65 =0 —r+3s=—11 . L ,_1
ygo —245r—35=0 5r — 35 =2 o 4
:>221+6—0<:>6—3<:>—1

4T ST STy

1 -1 3 37 37

= 2=—104r=2=—104+7 -2~ =-10+7=-7 = SZ<O’0’_Z>

9. Unten sehen wir die Situation mit der Lichtquelle, der Schnur und dem Schatten auf der Wand. Sobald
wir zwei Punkte C und D des Schattens kennen, konnen wir eine PD zur Gerade durch diese beiden
Punkte ermitteln. Die beiden Punkte C' und D ergeben sich als Fortsetzungen der Lichtstrahlen, die von
der Lichtquelle aus auf die beiden Punkte A und B auf der Schnur treffen. Diese Lichtstrahlen sind mit der
Wand (= y-z-Ebene) zu schneiden um die Punkte C' und D zu erhalten.

Im Prinzip kann ich beliebige zwei Punkte auf der Schnur auswahlen. Die Zahlen werden aber besonders
einfach, wenn ich den Punkt A in der z-z- und den Punkt B in der z-y-Ebene wahle. Ich brauche nur die
PD der Schnur mit diesen Ebenen zu schneiden und erhalte so A und B:

x-z-Ebene = y=0 = -1045t=0 <& t=2 = A(4,0,8)
x-y-Ebene = 2=0 = 12-2t=0 & =6 = B(4,20,0)

/

/

™

Lichtstrahl s 4

in z-z-Ebene

Schnur

Beleuchtete
Wand
(4,-10,12)

Schatten

T

Lichtstrahl sp

in z-y-Ebene
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Daraus ergeben sich die PDs fiir die Lichtstrahlen:

10 4-10 10 —6
Strahl s4: Ps,(m)=1 0 | +m-|{ 0-0 | =1 0 |+m-| O
0 8—-0 0 8
10 4—-10 10 —6
Strahl sg: P,(n)=1 0 | +n-|120-0] = 0 | +n-| 20
0 0-0 0 0
Diese PDs schneiden wir mit der y-z-Ebene (z = 0) und erhalten:
) 40
y-2-Ebene = =0 = 1W0-6m=0 <« m=g = C 0,0,3

5 100
y-2-Ebene = 1=0 = 10-6n=0 < n=gz = D<07?70>

Nun kdnnen wir die PD des Schattens angeben:

0 0
Schattengerade:  Psehaten(r) = C+7-CD = | 0 | +7r- | X
40 40
3 e

Der Richtungsvektor ldsst sich noch vereinfachen (Multiplikation mit %)
0

0

PSchatten(k) - 0 + k- 5
40 -2
3

Wir bemerken: Der Richtungsvektor der Schattengeraden ist kollinear zum Richtungsvektor der Schnur!
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10. (a) Wir bendtigen einen Richtungsvektor w0, der senkrecht auf der Ebene E' steht. Das bedeutet, & muss
orthogonal zu beiden Richtungsvektoren von E sein, also:

4 3 T L B

dr+y—22=0

2
6z — Ay + 22 =0 = 2r-3y=0 <& y:—gx

Wie zu erwarten war, ergibt sich ein unterbestimmtes Gleichungssystem, weil wir in der Wahl der
Lange des Richtungsvektors frei sind. Das bedeutet, wir diirfen eine seiner Komponenten nach eigenem
Wunsch festlegen. Nach der letzten Gleichung dringt sich = 3 auf, um besonders einfache Zahlen
zu erhalten:

2 2
y=-gr=-33=-2 = :=3r+%Y=33+2(-2)=5 = @=|-2

5

Nun konnen wir die gesuchte PD aufschreiben:

9 3
g: Pt)=Q+t-w=|-2]+t-| -2
6 5

(b) Wir schneiden g mit der Ebene E und erhalten so fiir den Fusspunkt F' des Lotes von @ auf E:

94+3t=2+4r + 3s 3t=4r+3s—-7 3t=4r+3s—-7 @
—2—2t=—-24+1r+2s & 2%t =—r—2s & 8 = —4r — 8s @
6+5t=-5—2r—s 5t = —2r — s —11 10t = —4r — 25 —22 | ®
@+@: |11t =—-5s—7|® _ _ 152
D+ ' 136 — s — 29 ‘® = @®+5-® T6t=-152 & t= 5 = 2
9 3 3
= F=PF(-2)=|-2|-2-|1-2]|= 2 = F(3,2,-4)
6 5 —4

Eigentlich miissten wir zur Beantwortung der Frage gar nicht den Fusspunkt F' bestimmen, sondern
den Verbindungsvektor Q—I>7 denn um dessen Betrag geht es letztlich. Er entspricht dem Abstand
zwischen der Ebene E und dem Punkt ). Dieser Verbindungsvektor Q? ist gerade t-. Er ist doppelt
so lang wie der Richtungsvektor w. Um die Zahlen klein zu halten, berechnen wir zuerst den Betrag
von w und verdoppeln diesen anschliessend:

G =VE+2+52=vR = [QF|=2-|d|=2/38

Vektorgeometrie Losungen Serie VIII — Seite 10/10



