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Kapitel 1

Integralrechnung — eine Einfiihrung

Die Integralrechnung ist ein essentieller Bestandteil der Analysis (= analytische Mathematik), zu
der auch Themen wie Folgen und Reihen oder die Differentialrechnung gehdoren.

Die nahe Verwandtschaft mit diesen anderen Gebieten werden wir bald aufdecken. Zunachst
mochte ich in diesem Einflihrungskapitel aber zeigen, wofiir wir die Integralrechnung am Gymnasium
hauptsachlich beniitzen (Nutzen), wie deren Anwendung lduft (Technik) und wie ihre korrekte
Notation aussieht (Formalismus).

Konkret geht es bei der Integralrechnung um die Berechnung von Flachen, die durch Funktions-
graphen begrenzt werden. Weshalb diese Flachenberechnung gerade so funktioniert, wie ich das
gleich zeigen werde, werden wir erst im zweiten Kapitel beantworten resp. herleiten.

1.1 Die Berechnung der Fliche unter einem Funktionsgraphen

Vorgabe: Gegeben sei die Funktion:

3 5 1
= — —_ — 1
Fragestellung: Welche Fliche A wird vom Funktionsgraphen Gy und der x-Achse zwischen den

Stellen x1 = 1 und x9 = 3 eingeschlossen?

Wir mochten also die in Abb. 1.1 farblich hervorgehobene Fliche A berechnen. Die exakte
Beantwortung dieser Fragestellung scheint herausfordernd zu sein, denn die krumme Oberkante
von A diirfte eine erhebliche Komplikation darstellen. . .

=1 To =3

Abbildung 1.1: Die Flache zwischen einem Funktionsgraphen Gy und der x-Achse lasst sich mittels
Integralrechnung bestimmen. Dabei geben zwei Stellen x1 und x5 die seitlichen Rander vor.



Losung mittels Integral: So anspruchsvoll die Aufgabe erscheinen mag, unter Verwendung der
Integralrechnung ist sie relativ rasch erledigt. Ich zeige nun Schritt fiir Schritt vor, was zu tun
ist, um die Fldche zu bestimmen. Man nennt dieses Vorgehen Integrieren oder Integration.

Nochmals zur Erinnerung: In diesem Kapitel 1 geht es noch nicht darum zu verstehen,
weshalb die Integration funktioniert und das korrekte Ergebnis liefert!

Schritt 1 — Notation als Integral: Die zu berechnende Fliche A liegt zwischen dem Funktions-
graphen Gy und der z-Achse. Sie wird links von der Stelle z; = 1 und rechts von der Stelle
x9 = 3 begrenzt. Wir schreiben sie als sogenanntes (bestimmtes) Integral auf:

573 1 "
A:/ — - —z+1)-de allgemein: A:/ flx)dz
1 16 2 xr1

Lies: “Die Flache A ist gleich dem Integral iiber die Funktion % z? — %x + 1 von der Stelle

1 bis zur Stelle 3." resp.: "A ist gleich dem Integral von x1 bis x5 {iber f von z.”

In dieser Integralnotation steht hinter dem Integralzeichen [ jeweils das Produkt aus der
Funktion f(z) und einem infinitesimalen Schritt dz. Bei den vertikalen Enden des Integral-
zeichens geben wir die beiden Integrationsgrenzen r; = 1 und x5 = 3 an, also von wo bis
wo integriert resp. die Flache berechnet wird.

Bemerke: Bis hierhin haben wir noch keinerlei Rechnung ausgefiihrt, sondern nur eine neue
Notationsweise kennengelernt, mit der wir ausdriicken, welche Flache berechnet wird.

Schritt 2 — Bestimmung einer Stammfunktion: Es folgt der wichtigste und oftmals auch an-
spruchsvollste Schritt bei der Berechnung eines Integrals resp. einer Flache. Es gilt eine Funk-
tion F(x) aufzuspiiren, deren Ableitung gleich der Funktion f(z) ist: F'(z) = f(z). Jede
solche Funktion F'(x) heisst Stammfunktion von f(x).

Nach etwas Uberlegen finden wir (weil wir die Potenzregel der Ableitung kennen):

1 1 3 2 3
F(x):l—Gx?’—ZxQ—Hc denn: F’(w):1—6x2—1x+lzﬁm2—§x+1—f(x)
Mit dieser Stammfunktion setzen wir die Notation von oben fort:

3 3
3 1 1 1
im Beispiel: A= 2= 1).de = | — 23 — = 22
im Beispie /1 <16x 2x+ ) x [1636 496 +x X
T2 o
allgemein: A= / f(x)dx = F(x)
xr1 r1

Schritt 3 — Einsetzen der Integrationsgrenzen: Zum Schluss folgt das eigentliche Rechnen. Wir
setzen die obere Integrationsgrenze x93 = 3 in die Stammfunktion F'(x) ein und subtrahie-
ren davon den Wert, der sich ergibt, wenn wir die untere Integrationsgrenze z1 = 1 in die
Stammfunktion F'(z) einsetzen:

3 3
3 1 1 1
A= 2 - 1)-de = | = 3 1.2
/1 (16x 2x+> T [1636 4x +x :
33 1312 27 9 11 13
=——4+3- |-+l )==—--+3-——=+-—-1=...= =
16 4+ (16 4+> 16 4+ 16+4 8
xro T
allgemein: A:/ f(z)de =F(z)| = F(x2)— F(x1)
xr1 r1

Der vertikale Strich in F'(z) ‘ij ist die Kurzschreibweise fiir die Differenzbildung F'(z2) — F(x1).



Abschliessende Notizen: Dass das berechnete Resultat tatsidchlich stimmen kann, sehen wir in
Abb. 1.1. Die rote Fldche A umfasst nicht ganz zwei, aber sicher mehr als eineinhalb Quadrate
des Koordinatennetzes. Und unser Rechenresultat betrdgt 18—3 = 1.625.

Obige Schritte sind das typische Vorgehen beim Integrieren. Die Hauptschwierigkeit liegt in
der Bestimmung der Stammfunktion F'(z) — der Rest ist “nur” Rechnen. Wir merken uns:

Die Flidche unter einem Funktionsgraphen Gy zu berechnen resp.
die Funktion f(x) zu integrieren bedeutet, eine Stammfunktion
F(x) mit F'(x) = f(x) zu bestimmen!

1.2 Flachen unterhalb der x-Achse

Vorgabe: Jetzt betrachten wir das Negative der Funktion f(z) aus Abschnitt 1.1:

o) = —f(e) = — e a4 5o -1

Fragestellung: Welche Fliche B wird vom Funktionsgraphen Gy und der x-Achse zwischen den
Stellen x1 = 1 und xo = 3 eingeschlossen?
Aus Symmetriegriinden sollte sich dasselbe Resultat wie in 1.1 ergeben. Schliesslich spiegeln
wir einfach den Gy resp. A an der z-Achse (vgl. Abb. 1.2), sodass B = A sein miisste.

Berechnung des Integrals: Ich schreibe direkt alle Schritte in eine Rechnung:

@2 3/ 3 1 1 1 3
dr = 2y e 1) de = | — =3 D2
/;);1 g(z)dx /1 < 6% —i—2x > x [ 6% —i—4x x 1
33 32 13 12 27 9 1 1 13
=2 4% 3 ()= 3y 4= =2
61 ( 61 ) 61 T 1" _ 8

Betragsstriche! Das Integral kommt negativ heraus, allerdings mit demselben Betrag wie vorher.
Das ist immer so, wenn die Funktionswerte zwischen den Integrationsgrenzen negativ sind,
also g(x) < 0 fiir x1 < z < xo ist. Flachen sollen aber stets positiv sein! Wir notieren daher:

3

3 5 1

_ = Zr—11)-d
/1<16m+2x >x

B:

13| 13
-|-5|-%

.’L’l=1

S
//—E,\ N N )

Abbildung 1.2: Auch Flachen unterhalb der z-Achse lassen sich mittels Integral bestimmen.



Eine erste Regel zur Integralrechnung: Eigentlich hatten wir eben gerade gar nicht neu zu rech-
nen brauchen. Unser Wissen zur Ableitung von Funktionen kénnen wir namlich auch beim
Aufspiiren von Stammfunktionen anwenden. ..

Ist F'(x) eine Stammfunktion von f(z), d.h. F'(z) = f(z), und k € R eine beliebige Kon-
stante, so gilt gemass der Ableitungsregel fiir multiplikative Konstanten:

[k-F(z)] =k Fl(z) = k- f(z)
Damit ist aber ganz offensichtlich k - F'(z) eine Stammfunktion von & - f(x) und es folgt:

€2

L =k Flea) —k-Flar) = k- (F(rz) = F))
::kz-/mf(:c)dx

Folglich gibt es eine Integrationsregel fiir multiplikative Konstanten:

/mk-f(:n)dx:[k:-F(x)]

1

/mk:-f(x)d:c:k:-/mf(x)d:c fir alle k€ R (1.1)

1
Multiplikative Konstanten lassen sich als Faktor vor das Integral ziehen!

In unserer Anwendung hatte sich folglich der Faktor (—1) vor das Integral nehmen lassen,
sodass wir mit dem Resultat aus Abschnitt 1.1 sofort hatten erhalten kénnen:

/:Qg(x)dx:/f—f(x)dm:—/:Qf(x)dx:——%?)

1 1

Rekapitulation: Integrale, deren zugehérige Flachen unterhalb der x-Achse liegen, haben
negative Werte. Zur Flachenberechnung muss somit der Betrag des Integrals verwen-
det werden.

1.3 Mehrteilige Flachen — abschnittsweise Integration

Vorgabe: Jetzt wollen wir die Cosinusfunktion betrachten:
f(x) =cosx

Fragestellung: Welche Fliche schliesst der Graph der Cosinusfunktion zwischen x1 = 0 und xo = w
mit der x-Achse ein?

Abb. 1.3 zeigt die Fliche, die uns interessiert. Sie setzt sich aus den zwei Teilen A und B
zusammen.

Drauflos! Ein erstes Resultat: Berechnen wir ohne weitere Voriiberlegung einfach mal das Integral
von 0 bis 7. Dabei beniitzen wir, dass sin x eine Stammfunktion von cos z ist ([sinz |" = cos z):

™

™
/ cosx dr =sinx| =sinm—sin0=0—-0=0
0 0

Das Integral verschwindet — aber die Flache in Abb. 1.3 ist doch nicht gleich Null?!

Richtig, aber der Gy verlauft eben sowohl ober-, als auch unterhalb der z-Achse. Das Integral
besitzt positive und negative Abschnitte. Somit hat unsere Rechnung einfach gezeigt, dass die
Flache A oberhalb der z-Achse gleich gross ist wie die Fliche B unterhalb — in der Summe
ergibt sich 0.



/2

Abbildung 1.3: Das Integral von 0 bis 7 ergibt 0, weil A und B gleich gross sind, im Integral aber
verschiedene Vorzeichen erhalten. Um A + B zu berechnen, miissen die Teilflichen daher separat
bestimmt werden.

Korrekte Berechnung: Wollen wir die gesamte Flache von x1 = 0 bis x5 = 7w bestimmen, so

miissen wir das Integral bei der Nullstelle z3 = 7 unterteilen:

/ cosx dz
w/2

=B

/2
+

™

=sinx sin x

w/2
A—l—Bz/ cosx dx +
0

w/2

=A

:sing—sinoJr sinw—sing‘:1—0—1—\0—1]:1—1—1:2

Optimierung: Die Rechnung so auszufiihren, wie das eben gezeigt wurde, ist allerdings ein bisschen

ungeschickt, weil zu aufwandig. Die Punktsymmetrie der Cosinusfunktion beziiglich z = 5 ist

schliesslich wohlbekannt. Wir wissen von Anfang an, dass B gleich gross wie A ist, sodass:

/2 /2
A+B:2A:2-/ cosxdx:Q-[sinx]O
0

—2. [sing—sino =2(1-0)=2

Auf diese Weise sparen wir uns also das zweite Integral.

Merke: Beim Integrieren empfiehlt es sich stets zuerst iiber allfdllige Symmetrien nach-
zudenken und diese — wenn moéglich — zur Vereinfachung der Rechnung auszuniitzen!

u(r) = 2 — 622+ 11z — 5
v(r) =2 —[322 + 2z + 1

H________________
L B

R /

Abbildung 1.4: Auch Flachen zwischen zwei Funktionsgraphen lassen sich durch Integrale bestimmen.




1.4 Flachen zwischen zwei Funktionsgraphen
Vorgabe: Abb. 1.4 zeigt die Graphen G, und G, der beiden Funktionen:

w(w) =2 — 62>+ 11z —5 und  w(x) =2 — 327+ 22+ 1

Fragestellung: Wie gross ist die Fliche A zwischen GG,, und G,, zwischen den beiden Schnittpunkten
iiber den Stellen x1 = 1 und 29 = 27

Uberlegung: Die gesuchte Fliche A ist die Differenz zweier Flichen B und C, die sich je als Integral
schreiben lassen (vgl. Abb. 1.5). B ist die Fliche zwischen dem oberen Graphen G, und der
z-Achse und C' ist die Flache zwischen G, und der z-Achse. Die Flache A entspricht dem
Unterschied dieser beiden Flachen:

A:B—C’:/ju(a@)dx—/lzv(x)d:c

“Ungeschicktes” Rechenvorgehen: Im Prinzip kann man nun die beiden Integrale fiir die Flachen
B und C berechnen und erhalt durch die Subtraktion die Zwischenfliche A = B—C'. Dies wer-
den wir hier genau so machen, allerdings nur um hinterher festzustellen, dass wir es wesentlich
leichter hatten haben konnen. ..

Zunidchst bestimmen wir die Stammfunktionen von w(z) und v(z):

11
Uz) = 1 ot —22° + 5 x? — b denn soist: U'(z) = 2° — 62 + 11z — 5 = u(x)

1
Vi(z) = 1904 —*+a’+a denn soist: V'(z) =2® — 32?4+ 2z + 1 = v(x)

Damit folgt fiir die grossere Flache B unter G,:

2 2 1 11 2
B:/u(x)dx:/ (x3—6x2+11x—5)dx:[1x4—2x3+5x2—5x]
1 1

24 1122 14 11-12
== _-2.23 —5.2—(——-2-13 —5-1
4 T (4 T >

1

=4-16+22—-10 1+2 11+5—5
- 4 2 4

Abbildung 1.5: Die Flache zwischen den Funktionsgraphen entspricht einer Flachendifferenz:
“Zwischenfliche A = grossere Fliche B minus kleinere Flache C".



Analog folgt fiir die kleinere Flache C' unter G:

2

2 1
C = / dm—/ (x3—3x2+2x+1)dx:[Zx4—x3+x2+x}

1
4

1 1
= 4 23+22+2—<Z—13+12+1>:4—8+4+2—Z+1—1—1:

[~ o

Folglich erhalten wir fiir die Zwischenflache A:

5 3 2 1
A:B— = —_-— = = — = —
C=iT171 2

Das Verfahren hat funktioniert, allerdings gab die Berechnung der beiden Integrale relativ viel
zu tun: zweimal eine Stammfunktion bestimmen, zweimal die obere und die untere Grenze ein-
setzen, zweimal alle Terme zum Resultat verrechnen und schliesslich aus den beiden Teilflachen
auf die Zwischenflache schliessen.

Mit einer zusatzlichen Uberlegung werden wir nun sehen, dass sich diese Rechnung aber in
vielen Fallen leichter gestalten lassen konnte.

Eine zweite Regel zur Integralrechnung: Eine Funktion f(z) sei die Summe oder die Differenz
zweier Funktionen u(x) und v(x), also:

f(2) = u(z) £ v(x)

Dann lasst sich Integral iiber f(x) von der Stelle 21 bis zur Stelle x5 als Summe resp. Differenz
zweier separater Integrale von x; bis x5 schreiben. Es gilt also — ganz analog zur Ableitung -
eine Integrationsregel fiir Summen und Differenzen von Funktionen:

/ (u(z) £ v(z)) do = / u() de + / o(z) dz (12)

1 1 1

Beweis: Kennen wir fiir u(z) und v(z) die Stammfunktionen U(z) mit U'(x) = u(x) und
V(z) mit V'(x) = v(z), so folgt aus der Summen- resp. der Differenzregel fiir Ableitungen:

[U(z) £ V(x)]/ =U'(z) £ V'(z) = u(z) £ v(x)

Das bedeutet, U(z) 4+ V (x) ist eine Stammfunktion von u(z) + v(z). Mit dieser Feststellung

folgt direkt:
/m (u(z) £ v(x)) dz = [U(z) £ V()] = Ula) £ V(wa) — (U(1) £ V(x1))
= U(ws) — Ulay) % (V(w2) — V() = U(x) + V()

xr2 xr2
:/ u(:ﬂ)dm:l:/ v(z)de q.e.d.

1 1

Integrale iiber Summen oder Differenzen von Funktionen diirfen also in einzelne In-
tegrale auseinander genommen werden!

“Geschicktes Rechenvorgehen”: In unserem aktuellen Beispiel ist es dusserst praktisch, diese Dif-
ferenzenregel genau in die Gegenrichtung anzuwenden, also die Differenz zweier separater In-
tegrale mit gleichen Integrationsgrenzen zu einem einzelnen Integral iiber die Differenz beider
Funktionen zusammenzufassen:

A—B-C= / dx—/:Q v(w)dx:/:Q (u(z) — v(x)) de

1 1



Auf diese Weise brauchen wir nur ein Integral zu berechnen. Es wird nur noch iiber die Dif-
ferenzfunktion f(z) = w(x) — v(z) integriert. In unserem Fall trifft sich dies besonders gut,
denn dadurch vereinfacht sich die zu integrierende Funktion ungemein:

f(z) =u(z) —v(x) =23 - 622 + 11z — 5 — (m3—3x2+2x—|—1) = 322 +92 -6
Die Differenzfunktion f(z) ist nur noch quadratisch! lhre Stammfunktion lautet:
9
F(z)=—2°+ 3 z? — 6x denn so ist: F'(z) = —32° + 92 — 6 = f(x)
Damit berechnen wir die gesuchte Differenzflache viel schneller:
2 2 2
A:/ (u(x)—v(x))dm:/ f(x)dx:/ (—32%+ 92— 6)dz
1 1 1
2 2 2
9-2 9-1
=23 —6-2—(-1° —6-1
+ 2 (-2 + %5 -601)
9

9 1
= 8+18—12+4+1—-+6=5—==—
+ -5+ =3

9
3 2
== - - _6

1

Hier gab es nur noch eine Stammfunktion zu bestimmen, einmal die Grenzen einzusetzen und
weniger Zahlen miteinander zu verrechnen. Die Berechnung ist so wirklich wesentlich einfacher.

Es ist zwar nicht zwingend, dass das Zusammennehmen der beiden Funktionen zu einer einzigen
Differenzfunktion f(x) = u(z)—wv(x) zu derart drastischen Erleichterungen fiihrt, wie das hier
der Fall war. Dennoch wollen wir uns merken:

Die Berechnung von Zwischenflichen zwischen zwei Funktionsgraphen G, und G,
vereinfacht sich in der Regel, wenn man die beiden Funktionen u(x) und v(x) zuerst
zu einer Differenzfunktion f(z) = u(x) — v(x) zusammensetzt.

1.5 Abschluss des Einfithrungskapitels

Im Wesentlichen haben wir nun bereits gesehen, wie die Integralrechnung angewendet wird. Es
werden Flichen zwischen Funktionsgraphen und der a-Achse oder zwei Funktionsgraphen berechnet.!

Um solche Flichen zu bestimmen, miissen Stammfunktionen ermittelt werden. Es geht also
darum eine Funktion F(x) zu finden, deren Ableitung die zu integrierende Funktion f(z) ist. Dieses
“Aufleiten” oder eben Integrieren ist in der Regel ein bisschen schwieriger als das Ableiten von
Funktionen. Das werden wir gehorig iben miissen!

Beim Integrieren gibt es, wie schon beim Differenzieren, verschiedene Regeln. Drei dieser Integra-
tionsregeln wurden bereits explizit benannt: die Integrationsregel fiir multiplikative Konstanten
sowie die Integrationsregel fiir Summen und Differenzen. Eine weitere Regel ist mehrfach vor-
gekommen, wurde aber nie allgemein notiert. Das soll hier explizit nachgeholt werden:

Potenzregel: Ist f(x) = z" eine Potenzfunktion mit reellem Exponenten n € R ~ {—1}, so ist
auch die Stammfunktion F(z) mit F'(z) = f(x) eine Potenzfunktion. Es gilt:
1
n+1
Die Potenzregel fiirs Integrieren ergibt sich sofort aus der bereits bekannten Potenzregel zur

Ableitung: Aus F(z) = =5 2" mit n # —1 folgt: F'(z) = 24 - a1 =am = f(z) V.

flz)y=2" mit neR~{-1} = F(z)= gt (1.3)

Natiirlich gibt es rund ums Integrieren noch weitere Regeln, Techniken und Anwendungsbeispiele.
Im Kapitel 2 werden wir nun aber erstmal erfahren resp. herleiten, weshalb die Integralrechnung
iberhaupt funktioniert und warum es dabei Stammfunktionen zu bestimmen gibt.

'Die 2-Achse ist natiirlich auch ein Funktionsgraph, namlich derjenige der Nullfunktion f(x) = 0.



Kapitel 2

Der Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung

In diesem Kapitel wollen wir ergriinden, weshalb die Flachenberechnung genau so funktioniert, wie
wir das im Kapitel 1 gesehen haben. Weshalb bendtigen wir zur Berechnung der Flache unter
dem Graphen zur Funktion f(z) ausgerechnet eine Stammfunktion F'(x), also eine Funktion mit
F'(x) = f(x)? Diese Frage fiihrt uns schliesslich zum sogenannten Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung, eine der ganz zentralen Aussage der gesamten analytischen Mathematik.

2.1 Flachenberechnung mittels Unter- und Obersumme

Eine konrekte Vorgabe: In Abb. 2.1 sehen wir links den Graphen G ¢ der Funktion f(x) = x2. Wir
mochten die Flache A iiber dem Intervall [0;b] bestimmen.

Ober- und Untersummen: Wir kdnnen nun [0;0] in z.B. vier gleich grosse Abschnitte unterteilen.
In jedem dieser Abschnitte werden zwei Rechtecke von der z-Achse aus eingezeichnet (vgl.
Abb. 2.1 rechts). Alle Rechtecke haben die Breite g. In einem einzelnen Abschnitt soll die Hohe
des grosseren Rechtecks (rot) dem Funktionswert von f(x) am rechten Rand des Abschnittes
entsprechen. Die Hohe des kleineren Rechtecks (blau) sei jeweils gleich dem Funktionswert
am linken Rand. So ist im ersten Abschnitt [0; g] gar kein kleines Rechteck sichtbar, weil der
Funktionswert am linken Rand gleich 0 ist.

Y Y

Grossere
Rechtecksflichen
= Obersumme Oy

Kleinere
Rechtecksflachen
T = Untersymme Uy T

b b

b
4 4

=] o
= o

Abbildung 2.1: Wir unterteilen das betrachtete Intervall [0;b] und legen zu grosse Rechtecke iiber
und zu kleine Rechtecke unter den Funktionsgraphen. So ergibt sich eine Obersumme Oy, die stets
grosser ist als A, und eine kleinere Untersumme Uy < A.



Die Summe iiber die Flachen der vier grosseren Rechtecke (rot) bezeichnen wir als Obersum-
me Oy, die Summe iiber die kleineren Rechtecksflichen heisst Untersumme U,. Dabei gibt
die 4 an, dass wir das Intervall [0;b] geviertelt haben.

Offensichtlich wird die Flache A von unten durch die Unter- und von oben durch die Ober-
summe beschrankt:
Uy <A< Oy

Diese Feststellung scheint trivial. Fiir unser weiteres Vorgehen ist sie aber dennoch bedeutsam.

Der Unterschied der beiden Summen: Betrachten wir nun die obere Grafik in Abb. 2.2. Darin
wird rechts gezeigt, aus welchen Rechtecken sich die Flachendifferenz zwischen Ober- und
Untersumme zusammensetzt. Die vier Einzeldifferenzen werden einfach aufeinander gestellt.
Die so entstehende Flache ldsst sich gut berechnen:

b b o b3

O4—U4—Z-f(b)—1-b =7

Wenn wir nicht vierteln, sondern z.B. achteln, so ergeben sich Unter- und Obersummenrecht-
ecke, deren Unterschiede in den einzelnen Abschnitten deutlich kleiner sind. Entsprechend wird

auch die Differenz von Ober- und Untersumme kleiner, wie wir in Abb. 2.2 unten sehen sehen:

b b b3 b3
Og—Ug==-f(b)==-b"=—= < —
s—Us=3-fb) =3 g <1
Y
(b.70)
=
__________ o=
Gy
------------------------------- x
0 b b b b b b
4 1 4 1 4
Y
(b.10)
n=8 O """t
G, O — Us
—
0 b b b
8 8

Abbildung 2.2: Der Differenz von Ober- und Untersumme entspricht einfach zu berechnende Flache.
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Verfeinerung der Unterteilung: Unterteilen wir das Intervall [0;b] in n € N gleich grosse Ab-
schnitte, so gilt fiir die Differenz zwischen Ober- und Untersumme offensichtlich:
b3
O, —-U,=—
n
Damit ist aber klar, dass diese Differenz zwischen Ober- und Untersumme beliebig klein werden
kann, wenn wir das Intervall [0, b] nur hinreichend oft unterteilen:
3
lim (O, —U,) = lim — =0

n—o0 n—oo N

Da man Grenzwerte von Summen und Differenzen auseinandernehmen darf, folgt weiter:

lim (O, —U,) = lim O, — lim U, =0 = lim O,, = lim U,
n—oo n—o0 n—o0 n—0o0 n—o0

Ober- und Untersumme streben also fiir n — oo gegen denselben Grenzwert.

Konsequenz: Da die exakte Flache A fiir jedes beliebige n zwischen U,, und O,, liegt, gilt das auch
beziiglich der Grenzwerte fiir n — oo:
U,<A<0O, = IlmU,<A<lm O,
n— o0 n—o0
~—— ~——

—_——
= identisch!

Wenn nun aber die Grenzwerte von U,, und O,, fiir n — oo zusammenfallen, dann muss dieser
Grenzwert zwingend gleich der gesuchten Flache A selber sein. Halten wir also fest:

Die gesuchte Fliche A entspricht sowohl dem Grenzwert der Untersumme U,,, wie
auch demjenigen der Obersumme O,, fiir n — oo:

lim U, = A= lim O, (2.1)

n— o0 n—oo

Diese Aussage gilt nicht nur fiir unsere Beispielfunktion f(z) = 22, sondern fiir jede auf dem
betrachteten Abschnitt stetige, also “nicht-sprunghafte” oder “léchrige” Funktion f(z).

Uberpriifung an der quadratischen Funktion: Wir wollen uns kurz davon iiberzeugen, dass wir
im Falle f(x) = 2% aus der obigen Aussage das erwartete Resultat fiir die Fliche erhalten.

Z.B. gilt fiir die Obersumme bei n Unterteilungen von [0; b]:
(kDY b RO\ b R R
n = — == — ] == — k=) K2 2.2

Dabei ist x = % die Stelle am rechten Rand des k-ten Abschnittes. An dieser Stelle muss
jeweils der Funktionswert f(%) = (%
Fiir die abbrechende Reihe der Quadratzahlen gilt: Y7, k2 = 12422+ . .4n? = MotlCntl),
Diesen Ausdruck setzen wir oben ein und erhalten weiter:
¥ onn+1D2n+1) 8 2034+3n2+n B3 3 1
0, B ot DEntY) B2t ksntin V()8 1
n3 6 n3 6 6 n o n

)? abgegriffen werden.

In dieser Form lasst sich der Grenzwert fiir n — oo ohne Weiteres bilden:
. v 3 1 b3 b3
am On = lim - (“;*m) =523

Dasselbe Resultat erhalten wir auch mit der Integraltechnik aus Kapitel 1:
b b
1
/ 22 dz = = 23
0 3

11
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Schén und gut... Wir wissen nun also, wie die Fliche unter einem Funktionsgraphen prinzipiell
bestimmt werden kann. Man nimmt eine Ober- oder Untersumme mit n Unterteilungen, be-
rechnet diese in Abhdngigkeit von n und bildet anschliessend den Grenzwert fiir n — oo.

Es ist allerdings nicht so klar, ob diese Berechnung der Ober- oder Untersumme immer so
“einfach” geht, wie das in unserem Beispiel der Fall war, wo es gliicklicherweise eine Formel
fir die Summe (ber alle Quadratzahlen gab. Auch muss sich der Grenzwert nicht immer so
einfach bilden lassen.

Schlimmer noch: Wir scheinen unser Ziel ein wenig aus den Augen verloren zu haben, wollten
wir doch zeigen, dass die Flachenberechnung mittels Integralen, also iiber die Bestimmung
einer Stammfunktion funktioniert, so wie wir das im Kapitel 1 andauernd benutzt hatten.

War die ganze Arbeit umsonst? Nein, wir nehmen davon durchaus gute Erkenntnisse mit, die
wir nur noch ein bisschen anders anzuwenden brauchen, um den vollen Durchblick zu haben.
Davon mehr in Abschnitt 2.3.

2.2 Die Herkunft der Integralnotation

Bevor wir uns im nachsten Abschnitt wieder der Funktionsweise der Flachenberechnung resp. Inte-
gralrechnung widmen, sei hier kurz die Gelegenheit ergriffen zu zeigen, woher die Integralnotation
f;f f(x)dx kommt. Weshalb werden Integrale gerade so aufgeschrieben?

Werfen wir dazu einen Blick auf die anfangliche Notation der Obersumme in (2.2):

- kb\ b
0":,;f<;>'5

Dabei ist f(%)-% als Flache des einzelnen Rechtecks der Obersumme erkennbar. Es hat die Hohe der

Funktion f(z) an der Stelle 7, = 2 und die Breite Az = 2. Dabei schreibe ich Az um anzuzeigen,
dass diese Breite einem bestimmten Schritt auf der x-Achse entspricht.

Mit 2, und Az kann ich auch schreiben:
= kb b
O, = <A it = — d Ax=-—
321 f(zg) - Az mit =~ un z =

Zur Flachenberechnung muss davon nun der Grenzwert fiir n — oo gebildet werden:

A= i, On = lim, (Z $on) M)

Unsere Flachenberechnung entspricht stets der Grenzwertbildung einer Summe, was beziiglich No-
tation natiirlich recht uniibersichtlich und miihsam ist. Tatsiachlich war das bereits Gottfried Wil-
helm Leibniz (1646 — 1716), einem der Erfinder der Integralrechnung, zu umstindlich, sodass er
fiir lim, oo (D_p_; - ..) das Integralzeichen | als Kurzschreibweise einfiihrte:

b n
/ f(z)dx = nh_)rrgo (Z f(zr) - Ax)
0 k=1

Im Limes n — oo wird aus der Breite der Rechtecke Az ein infinitesimaler Schritt dz. Dieser blieb
auch sichtbar im Integral stehen. Das Produkt f(x) dx ist die Flache des infinitesimal diinnen
Rechtecks an der Stelle  und das Integralzeichen [ steht fiir die Summe iiber alle diese
infinitesimalen Rechtecksflachen — hier von der Stelle 0 bis zur Stelle b.
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2.3 Funktion f(x) und Flachenfunktion F'(x)

Die Flachenfunktion F'(x): In Abb. 2.3 ist die Flache unter dem Graphen von f(z) von der Stelle
0 bis zur Stelle z griin eingezeichnet. Fiir jede beliebige Stelle > 0 hat diese Flache einen
bestimmten Wert F'(x), also x +— F(x). Deshalb bezeichnen wir F'(x) als Flachenfunktion.

Ziel: Bei gegebener Funktion f(x) soll die Flachenfunktion F'(x) bestimmt werden!

Veranderung der Flachenfunktion: Wenn wir nun von der Stelle x zur Stelle z 4+ h wechseln, so
vergrossert sich dabei der Wert der Flachenfunktion um die Flache AF":

F(x+h)=F(z)+ AF  resp. AF = F(z+h) — F(x) (2.3)

Wie uns Abb. 2.3 links vor Augen fiihrt, diirfte es zunachst nicht so einfach sein den Flachenzu-
wachs exakt anzugeben, denn die Oberkante der hinzukommenden Flache AF ist gekrimmt —
die Verbindung zwischen den beiden Punkten auf dem Graphen sieht zwar fast wie eine gerade
Strecke aus, aber wir wissen ganz genau, dass dem nicht so ist. Schliesslich handelt es sich bei

diesem Graphen um die iiberall gekriimmte Normalparabel zu f(z) = 2.

Unsere Erfahrung aus Abschnitt 2.1 hat uns gelehrt, wie nun vorzugehen ist: Wir beschranken
den Flachenzuwachs AF von unten durch die Fliche h - f(x) des kleineren, blauen Rechtecks
und von oben durch die Flache h- f(x + h) des grosseren, roten Rechtecks (Abb. 2.3 rechts):

h-f(x) < AF <h- f(x+h)

Teilen wir diese Ungleichung durch h, so folgt:
AF
f@) < 5= < fl+h)

Grenzwertbildung: Nun kommt der “Trick des Infinitesimalen”! Wenn wir h beliebig klein, also
infinitesimal werden lassen, so strebt auf der rechten Seite f(z + h) gegen f(z), also gegen
die linke Seite der Ungleichung. Gleichzeitig ist % “im Sandwich” von f(z) und f(x + h),
die bei der Grenzwertbildung aber identisch werden, also:

AF AF
li <lim — <1 h < lim — < 2.4
lm (@) <lm SC<lmfah) = f@)<imSC<i@) (24)

y Y h- f(z+h)
(z+h, f(x+h))
flz)=2* (x, f(x))
% e h f(x)

F(x)

v h v
0 0 r x+h

Abbildung 2.3: Die Flachenfunktion F'(x) und ihr Zuwachs AF iiber die Strecke h hinweg.
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Bemerke: Wenn wir die Ungleichung mit der Grenzwertbildung limj,_.o versehen, miissen wir statt
< neu < notieren, denn die Ungleichung gilt bei einer anwachsenden Funktion zwar strikt
fur jedes endliche h, aber die Grenzwerte, gegen die die Ausdriicke streben, werden unter
Umstanden durch keinen bestimmten Wert von h abgedeckt. So strebt z.B. f(z + h) gegen
f(z), aber sobald ich mir ein h > 0 vorgebe, ist f(x + h) # f(z).

Weiter im Text: Fiir limy,_, A—hF resp. mit AF = F(x + h) — F(x) schliessen wir aus (2.4):

AF F h)—F
im 20 ) resp. g TEEMZTE (25)
=:F/(z)

Und ob du es glaubst oder nicht: Damit sind wir praktisch am Ziel angelangt! Wir miissen nur
innehalten und erkennen, was denn jetzt auf der linken Seite von Gleichung (2.5) steht. ..

w ist der Differenzenquotient der Funktion F'(z) an der Stelle z. Bilden wir davon

den Limes fiir h — 0, so erhalten wir die Ableitung F’(z)! (2.5) bedeutet kurz also:

F'(x) = f(x) (2.6)

Das ist der gesuchte Zusammenhang zwischen der Funktion f(x) und der zugehorigen Flachen-
funktion F'(z): Die Funktion f(x) ist die Ableitung der Flachenfunktion F'(x). Resp.
umgekehrt: Die Flachenfunktion F'(x) ist eine Stammfunktion der Funktion f(z).

2.4 Eindeutige Festlegung der Stammfunktion F'(x)

Problematik: Wir haben nun offenbar ein schones Resultat erhalten: Die Fliache zwischen dem
Graphen Gy einer Funktion f(x) und der x-Achse ist von der Stelle O bis zur Stelle x gegeben
durch die Flachenfunktion F(x), die eine Stammfunktion von f(z) ist.

Allerdings gibt es dabei eine Schwierigkeit: Zu einer bestimmten Funktion f(z) gibt es namlich
mehrere Stammfunktionen F'(x)! Die Stammfunktion F'(x) zu einer gegebenen Funktion f(z)
ist nur bis auf eine additive Konstante C' € R festgelegt. Ist F'(z) eine Stammfunktion von
f(z), so auch F(x)+ C. Das folgt aus der Ableitungsregel fiir additive Konstanten:

[F(x) + C) = Fl(x) = f()

Es stellt sich also die dringende Frage, welche von allen méglichen Stammfunktionen F'(z)+C
denn nun die Richtige ist?!

Stammfunktion von f(x) = x2? In unserem Beispiel der vorherigen zwei Abschnitte haben wir
nach der Fliche unter dem Graphen von f(z) = 22 von der Stelle 0 bis zur Stelle x gefragt.

Stammfunktionen zu f(z) wiren zum Beispiel F(z) = 223 + 1 oder F(z) = %2® — 7 oder

einfach F(z) = $23. Welches F(z) |3sst uns die gesuchte Fliche korrekt bestimmen?

Antwort: Die Stammfunktion F'(x) muss eine zusatzliche Bedingung erfiillen. Wird gar keine Flache
abgedeckt, integrieren wir also von x = 0 bis = 0, so muss die Flachenfunktion 0 ergeben.
D.h., es muss F'(0) = 0 sein. Dadurch wird die Konstante C' und somit die Flachenfunktion
F(x) eindeutig festgelegt.
Im Fall f(x) = 2% von & = 0 bis z = b finden wir somit definitiv: F(z) = %m?’ (quasi mit
C =0), denn nur so ist F(0) = 0.
Wir werden im Abschnitt 2.6 gleich noch ausfiihrlicher auf diese Thematik eingehen und besser
verstehen, weshalb es bei gegebenem f(z) zu unterschiedlichen Stammfunktionen kommt.

14



2.5 Die Flache unter dem Graphen von x = a bis x = b

Selbstverstandlich wollen wir nicht nur Flachen von der Stelle 0 aus berechnen. Wir wollen die
Integrationsgrenzen a und b beliebig setzen kdnnen. Das ist aber ganz einfach, wenn wir einmal iiber
eine Flachenfunktion F'(x) mit unterer Grenze bei x = 0 verfiigen.

Abb. 2.4 zeigt, wie wir die Flache zwischen zwei beliebigen Integrationsgrenzen a und b erhalten.
Von der Flache F'(b) von 0 bis zur Stelle b subtrahieren wir die Flache F'(a) von 0 bis zur Stelle a.
Es gilt also:

A=F(b)— F(a)

Als kompakte Notation fiir das Integral von a bis b legen wir fest:

/abf(:c) do == /Obf(x)d:c - /Oaf(x)d:c

Und sofern F'(z) = f(z) ist, gilt damit dann eben:

b b a
/Qf(:v)dx:/of(:v)dx—/o f(x)de = F(b) — F(a) = F(x) (2.7)

T F(a) x T

Abbildung 2.4: Das Integral von a bis b als Differenz der Integrale von 0 bis b und von 0 bis a.

2.6 Das unbestimmte Integral

Bisher haben wir die Flachenfunktion F'(z) zu einer Funktion f(x) von der Stelle x = 0 aus starten
lassen. Das war eigentlich eine sehr willkiirliche Entscheidung. Im Prinzip kann ich die Flache unter
dem Graphen doch von einer beliebigen Stelle ¢ aus berechnen.

Zur Kennzeichnung der Flachenfunktion von der Stelle ¢ aus schreiben wir nun F,(x). Bisher
haben wir also ausschliesslich mit Fj(z) gearbeitet.

Worin besteht denn nun der Unterschied zweier an verschiedenen Stellen ¢ und d startender
Flachenfunktionen F,.(z) und F;(x)? Was gibt es zu beriicksichtigen, wenn ich statt von 0 aus von
irgendeiner anderen Stelle ¢ aus mit der Flichenfunktion starte?

Betrachten wir zwei konkrete Beispiele, einerseits unser bisheriges Fy(z) und zum Vergleich
F_9(x). Bei einer bestimmten Funktion f(z) —in Abb. 2.5 z.B. f(x) = %xQ + %x + 2 — beginnt
Fy(x) die Flache unter dem Funktionsgraphen G ¢ wie gewohnt von 0 aus zu berechnen, wahrenddem
F_5(z) diese Flachenberechnung eben von —2 aus startet.

Soll die Flache bis zur Stelle a berechnet werden, so ist F__2(a) um einen gewissen Betrag C'
grosser als Fyy(a). Dieses C' entspricht offensichtlich genau der Flache unter dem Gy von der Stelle
x = —2 bis zur Stelle x = 0. Es gilt also:

F,Q(GJ) = Fo(a) + C
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Abbildung 2.5: Das grafische Verstandnis fiir die Integrationskonstante C'.

Der Wert von C' hangt nicht von der Stelle a ab, bis zu der integriert wird, sondern nur davon,
dass die eine Flachenfunktion F_y(x) von x = —2 aus arbeitet und Fy(x) eben von = = 0 aus.

Daraus folgern wir: Samtliche Flachenfunktionen F.(x) unterscheiden sich nur um eine von der
Stelle ¢ abhéngige Konstante C von der Flachenfunktion Fy(z). Oder nochmals anders: Jedes Paar
zweier Flachenfunktionen F.(z) und Fj;(x) unterscheidet sich lediglich um eine additive Konstante
C, deren Wert von der Wahl der beiden Stellen ¢ und d abhangt.

So verstehen wir, dass alle méglichen Flachenfunktionen Fi.(z) Stammfunktionen von ein- und
derselben Funktion f(z) sind, denn wenn Fi.(x) = Fy(x) + C'ist, so folgt aus Fj(z) = f(x):

F(x) = [Fa(x) + C) = Fi(z) = f(z)

D.h., wenn Fy(z) eine Stammfunktion von f(x) ist, dann auch Fi.(z).

Angabe der Stammfunktion als unbestimmtes Integral

Oftmals mochten wir zu einer Funktion f(x) einfach die Stammfunktion angeben (egal welche
Rechnung nachher vielleicht damit gemacht wird). Diese Angabe erfolgt in Form eines sogenannten
unbestimmten Integrals mit einer Integrationskonstanten C"

/f(x) de. =F(z)+C mit CeR (2.8)
R
unbestimmtes Integral

Man notiert also einfach das Integral iiber f(x) ohne Angabe von Integrationsgrenzen. Rechts davon
schreibt man nach dem Gleichheitszeichen eine Stammfunktion F'(x) und die Integrationskonstante
C, wobei wir in der Regel auf den Zusatz C' € R verzichten diirfen. Uns ist klar, dass die Integrati-
onskonstante C eine beliebige reelle Zahl sein kann.

So findet man z.B. in Formelsammlungen reihenweise Angaben von Stammfunktionen als unbe-
stimmte Integrale. Hier eine solche Liste:

/de:C /ad:ﬂ:aw—{—c

2 n+1
/xdx:x——i-C /w"dx:x +C
2 n+1
/e:’:dx:em—FC /amdm:a——FC
Ina
1 .
/—dx:ln|x|—|—C’ /smxdx:—cosx—kc
x
/Cosxdx:sinx+c /tanxdx:—ln|cosx|—|—c
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Irrelevanz der Integrationskonstante C fiir bestimmte Integrale

Sobald wir ein bestimmtes Integral, also ein Integral mit konkret gegebenen Integrationsgrenzen
berechnen, ist die Wahl der Integrationskonstante C' irrelevant. Das l&sst sich rasch zeigen.
Seien F.(z) und Fy(z) zwei Stammfunktionen von f(x) mit F.(x) = Fy(x) + C, so folgt:

b
/ f(z)dz = F.(b) — Fe(a) = Fy(b) + C — (Fy(a) + C) = Fy(b) — Fy(a)

Bei der Berechnung von bestimmten Integralen brauchen wir uns um die Integrationskonstante also
keine Gedanken mehr zu machen. Wir benutzen die einfachst mogliche Stammfunktion F'(x).

2.7 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Nun haben wir alles beisammen, um endlich den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung,
der manchmal auch als Fundamentalsatz der Analysis bezeichnet wird, zu formulieren. Zu beweisen
brauchen wir diesen Satz nicht mehr, denn er fasst nun einfach alles zusammen, was wir in den
Abschnitten 2.3 bis 2.6 hergeleitet haben.

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Ist f(x) : R — R eine auf dem Intervall [a; b] stetige Funktion, so gibt es auf
[a; b] eine differenzierbare (= ableitbare) Integral- resp. Stammfunktion mit

Fl@) = f(z) . (2.9)
Diese Stammfunktion F'(x) hat die Eigenschaft, dass das Integral
b
/ f(z)dz := F(b) — F(a) (2.10)

fiir die Flache zwischen der x-Achse und dem Graphen Gy der Funktion zwi-
schen den Stellen a und b steht.

Anmerkungen

e Der Hauptsatz beschreibt den fundamentalen Zusammenhang zwischen Differentiation und
Integration. Offensichtlich gilt:

b b
/ F'(z)dz = F(b) — F(a) = AF resp. F(b) = F(a)+ AF = F(a) + / F'(z)dx
Das Integral von a bis b iiber die Ableitung der Funktion F'(z) ergibt die Verdnderung AF
des Funktionswertes von F'(x), wenn ich von der Stelle a zur Stelle b wechsle.

e Alle Konsequenzen fiir die Flachenberechnung, die wir in Kapitel 1 zum Teil bereits ken-
nengelernt und ausgenutzt haben, lassen sich aus obigem Hauptsatz ableiten. Dazu gehort
insbesondere die negative Zahlung von Flachen unterhalb der x-Achse. Diese wurde oben
durch die Forderung f(z) : R — R} noch explizit ausgenommen.

e Im nachsten Kapitel werden wir nun die gangigen Integrationsregeln festhalten, die aus
diesem Hauptsatz abgeleitet werden kdnnen. Dabei verzichten wir weitgehend auf Beweise.
Wir miissen vor allem wissen, dass es diese Regeln gibt und dass sie sich auch eine nach der
anderen beweisen liessen.
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Kapitel 3

Integrationsregeln und inverse
Kettenregel

Dies ist ein Zwischenkapitel mit zwei kurzen, aber wichtigen Inhalten. Im ersten Abschnitt werden
ein paar allgemeine Integrationsregeln vorgestellt. Dabei bedeutet “allgemein”, dass diese Regeln
nicht von den Funktionen abhangen, iiber die integriert wird, sondern eben fiir beliebige Funktio-
nen Giiltigkeit haben. Im zweiten Abschnitt geht es um die inverse Kettenregel, eine praktische
Integrationstechnik, die sich aus der Kettenregel des Ableitens ergibt.

3.1 Allgemeine Integrationsregeln

Aus dem Hauptsatz auf Seite 17 konnen die folgenden Regeln fiir die Integration hergeleitet werden:

Summenregel: /b (f(z) £ g(z)) dz = /b f(z)dz £ /bg(w) dz
Multiplikative Konstante: /bc flr)dz =c- /b f(z)dx
c b c
Aufteil des | Is: dex = d d
ufteilung des Integrals /a f(z)dx /a flx)dz —i—/b f(x)dz

a b
Umkehrung der Integrationsgrenzen: / f(z)dz = —/ f(z)dx
b a

Diese allgemein giiltigen Regeln wollen wir an dieser Stelle einfach zur Kenntnis nehmen ohne
sie weiter zu beweisen. Teilweise haben wir sie ja in Kapitel 1 hergeleitet, so die Regel (1.1) fiir
multiplikative Konstanten auf Seite 4 und die Summenregel (1.2) auf Seite 7.

Diese Regeln gilt es einfach im Hinterkopf zu behalten. In manchen Anwendungen erlauben sie
praktische Umformungen und Vereinfachungen.

3.2 Die inverse Kettenregel — eine tolle Integrationstechnik

Um das Kapitel ein wenig anzureichern, wollen wir uns an dieser Stelle noch eine niitzliche Inte-
grationstechnik aneignen, mit der sich manche kompliziertere Funktion integrieren lassen wird. Wir
wollen sie als inverse Kettenregel oder als die Erkennung von dusseren und inneren Ableitungen
bezeichnen.
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In Sachen Kettenregel (bei der Ableitung) sind wir ja geiibt und verfiigen daher iiber ein relativ
geschultes Auge punkto innere Ableitungen. Erinnern wir uns: Bei der Differenziation erklart uns die
Kettenregel, wie eine verschachtelte Funktion abgeleitet werden muss:

/
[u(v(@))] = (v(z)) - v'(2)
“Die Ableitung einer verschachtelten Funktion ist das Produkt aus dusserer und innerer Ableitung.”

Bemerken wir nun umgekehrt, dass unter einem Integral ein Produkt f(z) = u/(v(x))-v'(x) aus einer
susseren und einer inneren Funktion steht, so haben wir mit F'(z) = u(v(z)) eine Stammfunktion
aufgespiirt und erhalten fiir das bestimmte Integral:

b

b
Inverse Kettenregel: / u' (v(x)) - V' () do = u(v(z)) (3.1)

a

Wie zielfiihrend diese Methode ist, mdchte ich an drei Beispielen erlautern.

V2 2 1 e
Beispiel 1: / x-e¥ dr=—-¢€" = 5(62—6) =3 (e—1)
1

1

z? mit v'(z) = 2z. Die dussere Funktion u(v) = % eV hat die
Ableitung u/(v) = $e¥ = L e
Im Nachhinein kann man die Richtigkeit der aufgespiirten Stammfunktion stets leicht tiberpriifen,

denn Ableiten ist typischerweise einfacher als Integrieren:

Die innere Funktion ist v(z) =
1 221

2
/2 1 w2 1 1
Beispiel 2: / sinz-cosxdr = = sin’x =——0=<
0 2 0 2 2
Die innere Funktion ist v(z) = sinz mit Ableitung v/(z) = cos z. Die dussere Funktion u(v) = 3 v?

ergibt die Ableitung u/(v) = % -2v = v = sinx. Auch hier liberpriifen wir das Resultat:
SN L :
5 sin"z 25-2s1n:v-cosx:s1nx-cosx

Wir hidtten auch — cosx als innere Funktion mit Ableitung sin x auffassen kdnnen. Dann hitte die
dussere Funktion u(v) = —3 v? gelautet und wir hitten gleichermassen erhalten:

w/z_o 1\ 1
o 2/ 2

Dieses Beispiel zeigt sehr schon, dass sich fiir ein und dieselbe Funktion f(z) = sinx - cosx un-
terschiedliche Stammfunktionen F'(x) ergeben konnen. Ganz offensichtlich ist %sim2 x # —% cos? x.
Die beiden Funktionsgraphen verlaufen parallel iibereinander und unterscheiden sich lediglich um
eine Integrationskonstante C' = % Fiir das bestimmte Integral spielt dieser Unterschied aber keine
Rolle, weil sich die Integrationskonstante wegsubtrahiert, wie wir in Abschnitt 2.6 gesehen hatten.

/2 1
3 g — \2
/ 51nx-cosxdx——§cos T
0

Beispiel 3: / T dr=In(?+1)| =m2-Inl=1In2
0 1'2 + 1 0

Die &ussere Funktion ist u(v) = Inv mit Ableitung /(v) = 1. Die innere Funktion lautet v(z) =
22 + 1 mit Ableitung v'(x) = 2x. Zum Schluss habe ich verwendet, dass log, 1 = 0 ist.

'Es sei daran erinnert, dass a” := a®") (# (a”)°).
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Kapitel 4

Uneigentliche Integrale

Unendlich ausgedehnte Flachen... Die Graphen mancher Funktionen f(z) verlaufen abfallend
und schmiegen sich z.B. fiir £ — oo der z-Achse an, andere haben eine Polstelle bei = a und
steigen fiir x — a ins Unendliche an, wahrenddem sie sich an die Vertikale x = a anschmiegen.
Die Stelle x = a selber ist eine Definitionsliicke und darf nicht in f(x) eingesetzt werden. Abb.
4.1 zeigt je ein Beispiel.

... mit endlichem Inhalt! Man kdnnte nun vermuten, dass die Flache unter derartigen Graphen
automatisch unendlich gross werden muss, denn zwei ihrer Seitenlinien werden ja unendlich

lang. Um zu zeigen, dass dem nicht immer so sein muss, geniigt ein Gegenbeispiel.
Beispiel eines uneigentlichen Integrals: Betrachten wir die Funktion f(x) = (%)m Den dazu
gehorenden, exponentiell abfallenden Funktionsgraphen sehen wir in Abb. 4.2.

Die Flache A unter dem G ab der Stelle z = 0 bis 400 wollen wir wie folgt aufschreiben:

[e’e] 1 x
A= / <—> dx
0 2
Da die Integrationsgrenze +oo fiir keine konkrete reelle Zahl b € R steht, sprechen wir hier

von einem uneigentlichen Integral und miissen den Ausdruck in dem Sinne prazisieren, als
dass wir ihn als Grenzwert fiir die ins Unendliche anwachsende obere Integrationsgrenze b

verstehen:
[ee) 1 x b 1 x
A:/ <—> dz := lim <—> dx
0 2 b—00 0 2

Y

Abbildung 4.1: Uneigentliche Integrale: Flachen mit unendlicher Ausdehnung — Inhalt?
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Abbildung 4.2: Die Obersumme beschrankt das uneigentliche Integral.

Obersumme als Einschrdnkung: Zeichnen wir iiber jedem Abschnitt der Breite Ax = 1 ein Recht-
eck ein, dessen Hohe jeweils durch den Funktionswert von f(z) am linken Rand vorgegeben
wird, so bilden alle diese Rechtecksflachen zusammen eine Obersumme O zu unserem Integral.

Offensichtlich gilt:

o0

k

111 1
A<O=1+4-4-+-+..= -
<O=l+g+7+c+ 50(2)

Zu dieser geometrischen Reihe mit Verkleinerungsfaktor ¢ = % von Glied zu Glied existiert
allerdings ein Grenzwert. Es gilt, wie wir aus dem Thema Folgen und Reihen wissen:

00 o] k

qu:% also: Z<l> = 11:%:2

k=0 4 oo \? =5 3
Bereits unsere Obersumme O ist also endlich, dann muss die Flache A unter dem Funktions-
graphen erst recht endlich sein!

Berechnung mittels Grenzwertbildung: Mit dem Verstandnis des uneigentlichen Integrals als Grenz-
wert fiir b — oo erhalten wir rechnerisch:

© /1\* b1\ 1 1\*
A:/ <—> dz = lim (—) dm:—l- lim (—)
0 2 b—o0 0 2 ln§ b—o0 2 0
_ ! li 1y’ 1" _ 0—1) = ! ~ 1.44
T Tz b \\2 2) )T “In2 T2

Merken wir uns abschliessend:

b

Uneigentliche Integrale

Als uneigentliche Integrale bezeichnen wir Integrale mit Integrationsgrenzen,
von denen eine oder beide im Unendlichen liegen oder zu Stellen gehéren, an
denen die Funktion f(x), iiber die integriert wird, nicht definiert ist.

Solche Integrale berechnen wir durch Grenzwertbildung, z.B.:

b c
/f(:n)dx ::lin})/ f(x)dx fir f(b) = undefiniert

o) b
oder: / flx)dx = blim / flx)dz

Derartige Grenzwerte miissen nicht unbedingt existieren. Dann wird das Inte-
gral unendlich gross.
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Kapitel 5

Das Volumen eines Rotationskorpers

Mit der Integralrechnung lassen sich neben Fldchen unter Funktionsgraphen auch Oberflachen und
Volumina verschiedener Kérper bestimmen. In diesem Abschnitt lernen wir das Paradebeispiel zu
dieser Thematik kennen, die Berechnung des Volumens sogenannter Rotationskorper. Das We-
sentliche dazu ist sehr rasch gesagt, sodass es fiir uns geniigen wird ein Beispiel anzuschauen und
hinterher allgemein festzuhalten, wie das Volumen eines Rotationskdrpers zu berechnen ist.

5.1 Das Volumen des geraden Kreiskegels

Ein (gerader Kreis-)Kegel hat eine kreisformige Grundfliche mit Radius R, liber deren Mittelpunkt
sich senkrecht zu ihr die Hohe & erhebt.

Abb. 5.1 zeigt links den Kegel in einem dreidimensionalen Koordinatensystem. Seine Spitze wurde
in den Ursprung gelegt und seine Hohe verlauft langs der x-Achse. Der Kegel habe die Hohe h = 8
und seine Offnung sei durch die Gerade y = %x vorgegeben. Wir wollen sein Volumen bestimmen.

Rechts sehen wir das Berechnungsprinzip, das wir als dasjenige der Integralrechnung wieder-
erkennen: Wir legen eine Untersumme, bestehend aus n zylinderartigen Scheiben ins Innere des
Kreiskegels. Das Kegelvolumen V' wird dann angendhert durch die Summe iiber die Volumen aller
Scheiben. Im Limes fiir eine unendlich feine Unterteilung entsteht der exakte Volumenwert.

Notieren wir zundchst das Volumen V7 einer einzelnen Zylinderscheibe:

Vy=A-h=mr’-h

Abbildung 5.1: Untersumme zum Kegel in Form von diinnen, zylinderartigen Scheiben.
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Nun hangt der Radius 7 der jeweiligen Zylinderscheibe davon ab, auf welcher Hohe des Kegels
ich mich gerade befinde. Wir kénnen ihn als Funktion der Stelle z auffassen: r = f(x). Das wird in
Abb. 5.2 verdeutlicht, wo uns ein Schnitt durch den Kegel und seine Scheiben n gezeigt wird. Die
Hohe der Zylinderscheibe entspricht der Schrittweite Ax.

Somit folgt fiir das Scheibenvolumen:

Vg =mr?-h=nf(z)- Ax

Wenn wir nun diese Zylinderscheiben unendlich diinn werden lassen (Az — dz), so besitzen sie
auch infinitesimale Volumina dV/, fiir die wir schreiben:

AV = 7f%(z) - dx

Alle diese infinitesimalen Volumina miissen aufsummiert werden, um das Volumen des Kegels zu
erhalten. D.h., es muss iiber die infinitesimalen Volumina integriert werden, und zwar iiber die
gesamte Hohe hinweg. So erhalten wir:

V:/dV:/Ohwa(x)-dx

In unserem konkreten Beispiel sind h = 8 und f(z) = 1 x, sodass folgt:

h 8 3 2
1 8 8 2-8 128
V:/wfz(x)-dx:/wadezi-x?" _ ST T 22om
0 0

Dieses Resultat entspricht demjenigen, das wir mittels der Volumenformel zum Kreiskegel erhalten:

1

1 12
V:§.G.h:§.ﬂR2.h: .42.8:ﬁ i — 8

m
3 3 2

Natiirlich 13sst sich diese Volumenformel fiir den Kreiskegel mittels Integralrechnung nun allgemein
herleiten, was du in den Ubungsaufgaben erledigen wirst.

44
]
3 ]
L
y=f(lz)Fz
2!

2 44

-

| = )
Az z

Abbildung 5.2: Ein Schnitt durch den Kegel resp. die Zylinderscheiben.
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5.2 Allgemeine Berechnungsformel fiir das Rotationskérpervolumen

Nachdem wir nun ein konkretes Beispiel gesehen und durchgerechnet haben, wollen wir allgemein
festhalten, wie das Volumen eines Rotationskorpers zu berechnen ist:

Das Volumen eines Rotationskorpers

Als Rotationskorper bezeichnen wir einen Kérper, der beziiglich einer be-
stimmten Achse rotationssymmetrisch ist. Legen wir die x-Achse eines Ko-
ordinatensystems auf diese Rotationsachse und wird der Radius des Kérpers
langs dieser Achse durch die Funktion f(x) beschrieben, so folgt fiir das Vo-
lumen V' des Kérpers:

b
V:ﬂ'-/ 2 (x)dx (5.1)

Dabei sind die Integrationsgrenzen a und b die Stellen auf der x-Achse,
zwischen denen das Violumen berechnet werden soll.

Neben dem Volumen eines Rotationskorpers ldsst sich iibrigens auch seine Oberflache mittels
Integralrechnung bestimmen. Diese Berechnung ist allerdings etwas komplizierter. Wir werden sie
nur im Rahmen einer Ubungsaufgabe betrachten.
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Kapitel 6

Weiterfiihrende Integrationstechniken

Das Aufspiiren von Stammfunktionen ist die zentrale Herausforderung beim Integrieren. Dazu haben
wir bereits einige Uberlegungen angestellt, grundlegende Integrationsregeln und die Stammfunktio-
nen einiger elementarer Funktionen kennengelernt.

In diesem Kapitel sollen nun noch ein paar weitere “mathematische Kniffe" betrachtet werden,
mit denen sich auch Stammfunktionen komplizierterer Funktionen finden lassen.

6.1 Lineare Substitution

Oftmals taucht die Integrationsvariable x innerhalb der Funktion f(x), iiber die integriert wird,
in einem linearen Ausdruck mx + ¢ auf. In diesem Fall ist es hilfreich mx + ¢ durch eine neue
Integrationsvariable s = mx + g zu substitutieren (= ersetzen). In der Funktion sollen gar keine x
mehr vorkommen. D.h., wir ersetzen wirklich alle 2 und schreiben fiir die Funktion nur noch f(s).
Aus dem infinitesimalen Schritt dz wird ds. Dabei miissen wir beriicksichtigen, dass:
ds , ds
s =mx +q = — =5 =m = de = —
dx m
Auch die Integrationsgrenzen miissen in s-Werte umgerechnet werden. Insgesamt folgt:
b 1 mb+q
[ r@ae= = [ pas (61)
a m ma-+q
Im Moment erkennst du vielleicht noch nicht so richtig, wie die Sache lauft resp. was sie bringt. Die
folgenden paar Beispiele sollen Licht ins Dunkel bringen.
Beispiel 1: Verschiebungs-Trick (m = 1)
Wir betrachten das folgende Integral:

51
/ dx
2 \/1'—1

Das sieht ein bisschen unschén aus. Von Lx kennen wir die Stammfunktion: 2\/z. Aber wie

sieht es mit der —1 unter der Wurzel aus? Was verdndert diese Subtraktion?

Von friither wissen wir, dass die Ersetzung aller x in einer Funktionsgleichung durch den Aus-
druck = — 1 den Funktionsgraphen um 1 nach rechts verschiebt. Machen wir das Umgekehrte,
ersetzen wir also x — 1 durch x, so bedeutet dies eine Verschiebung um 1 nach links.

Das niitzen wir hier aus und setzen eine neue Integrationsvariable s = = — 1 an. Damit
verschieben wir im Prinzip den Funktionsgraphen um 1 nach links (vgl. Abb. 6.1). Es leuchtet
ein, dass dann auch die Integrationsgrenzen um 1 nach links verschoben werden miissen, damit
wir immer noch dasselbe Integral berechnen.
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Beim Verschieben bleibt die Fliche dieselbe
aber die Funktionsgleichung wird einfacher.

&€ resp. s
1 2

Abbildung 6.1: Die Substitution s = 2 — 1 verschiebt den Graphen von f(x) um 1 nach links. Die
Integrationsgrenzen werden mit verschoben, sodass die Integrationsflache gleich gross bleibt

Zunachst betrachten wir aber den neuen infinitesimalen Schritt

d
mzézs':[x—l]’:l

Solange also die Steigung m in unserer linearen Substitution s = mx + ¢ gleich 1 ist, verandert
sich am infinitesimalen Schritt gar nichts, ds = dz. Es folgt:

4
\/_

Das sieht schon freundlicher aus! Aus der Integrationsregel fiir Potenzfunktionen erhalten wir

[ = f e

4

=2(Va=V1) =

Bemerkung: Das anfingliche Integral hatten wir auch berechnen kénnen, wenn wir uns klar
gemacht hatten, dass die 1 im Z&hler von

und v/ (v)

\/ﬁ als Ableitung der inneren Funktion v(z) = z—1
7 als Ableitung der dusseren Funktion u(v) = 2,/v angesehen werden kdnnen

5
| =e = 2vE=T[ = 2(vi- Vi) -

Beim Integrieren gibt es ab und zu manchmal mehrere Wege, die zum Ziel fiihren
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Beispiel 2: Reskalierungs-Trick (g = 0)

Oftmals taucht = innerhalb einer Funktion zusammen mit einem Vorfaktor auf, so z.B. in:

w/3
/ cos(3z) dx
/6

Gerne wiirden wir nur iiber cosx integrieren. Daher lautet unsere Substitution s = 3x.

Ein Funktionsgraph wird bei der Ersetzung aller  durch 3z um den Faktor 3 horizontal
gestaucht. Hier machen wir genau das Umgekehrte. Wir ersetzen 3x durch die Variable s,
was eine horizontale Dehnung um den Faktor 3 bewirkt (vgl. Abb. 6.2). Dem entsprechend
miissen die Integrationsgrenzen verschoben werden, um das Integral immer noch “an denselben
Stellen” im Verlauf des Graphen zu begrenzen. Durch die Dehnung wird die Flache effektiv
vergrossert. Dies wird durch die Verdnderung des infinitesimalen Schrittes ausgeglichen:

ds _%

d
@ZS/:[&U],:?’ = dz =

s’ 3
Insgesamt folgt fiir unser Integral:

w/3 3-m/3 d 1 s 1 - 1 1
/ cos(?)x)dm:/ coss—s:—-/ cossds = - -sins =--(0-1)=—3
/6 3.7/6 3 3 /2 3 /2 3 3

[(z) = cos(3x)

i £ resp. s

o

o | 3
N

Abbildung 6.2: Die Substitution s = 3z dehnt den Graphen von f(x) horizontal um den Faktor
3. Die Integrationsgrenzen werden mitgestreckt. Dadurch wird offensichtlich die Flache vergrossert,
was beim Integral mit einer Division durch den Streckungsfaktor 3 ausgeglichen werden muss.

Beispiel 3: Lineare Substitution komplett (m # 1,q # 0)

Verschiebungs- und Reskalierungs-Trick sind nur Spezialfdlle der am Anfang des Abschnittes
beschriebenen allgemeinen linearen Substitution s = max + ¢. Beim Verschiebungs-Trick ist
m = 1, beim Reskalierungs-Trick ist ¢ = 0. Im allgemeinen Fall (m # 1 und g # 0) Wird der
Funktionsgraph sowohl horizontal verschoben, wie auch gestreckt oder gestaucht. Beispiel:

1 1 1 d 1
f(an):%x_4 mit s:gx—él = f(s):; und m:d—;:§
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16 17 18 19 20 21 22
T resp. s

|
-

N

n
o
~
o
©
=
o
I
=
S e el s e s
Y
-
W
=
IS

Abbildung 6.3: Die Substitution s = %x —4 = %(x — 12) verschiebt den Graphen horizontal um 12
nach links. Danach wird er mit dem Faktor 3 zur y-Achse hin gestaucht. Die Integrationsgrenzen
miissen entsprechend mitverschoben werden. Durch die Stauchung wird die Flache verkleinert, was
beim Integral durch eine Multiplikation mit dem Stauchungsfaktor 3 ausgeglichen werden muss.

Damit finden wir beim folgenden Integral:

21 L1914 3
1 1 1 1 3
/ T dx:T-/S —ds:3-/ —ds=3-In|s|| =3In3
15 3¢—4 3 Jiisg S 1S 1

Bemerke, dass in dieser allgemeinen linearen Substitution die horizontale Verschiebung nicht
einfach der Zahl ¢ entspricht. Vielmehr muss man den Streckungs- resp. Stauchungsfaktor m
ausklammern, um die effektive Verschiebung zu sehen. Sie ist gegeben durch -Z. Im Beispiel:

1 1
§=3%- 4= 3 (x —12) = Verschiebung um 12 nach links
Zum Schluss dieses Abschnittes sei angefiigt, dass die lineare Substitution einem Erkennen von
dusserer und innerer Ableitung entspricht. Anstatt lange zu theoretisieren zeige ich an einem Beispiel
vor, wie das gemeint ist.

Beispiel 4: Das folgende Integral berechnen wir mit der linearen Substitution s = 2x — %:

/4 T 1 /6 1 6 1 /1 1
/ cos(2x——>dx:—-/ cossds == -sins :—-(——0):—
/6 3 2 Jo 2 0 2 \2 4

Andererseits erkennen wir aber auch, dass der Cosinus die Ableitung einer dusseren Funktion
mit innerer Funktion 2z — % ist. Die konstante Ableitung der linearen inneren Funktion, also
der Faktor 2, ist nicht sichtbar. D.h., es braucht einen zusatzlichen Faktor % der diese innere

Ableitung wegschafft. Die Stammfunktion lautet somit %sin(2x — %) und wir erhalten:

3
/ﬂ?/ffcos <2x - g) dz = % sin (236 - %) :j: = % (sin (%TW — g) — sin <2§ - %)) — %

Je mehr Ubung du hast, desto selbstverstandlicher werden derartige Rechnungen.
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6.2 Partielle Integration

Eine weitere Integrationstechnik bedient sich der Produktregel beim Ableiten. Wir erinnern uns:
[u(z) - v(@)]" = /(2) - v(z) + u(z) V' (z)
Integrieren wir iiber beide Seiten, so ergibt sich:
b b b
/a [u(z) -v(z)] do = /a o' (z) - v(z)dz +/a w(z) - (z)dz

Nun steht auf der linken Seite aber das Integral iiber die Ableitung von u(z) - v(x). Eine Stamm-
funktion dazu ist u(x) - v(z) selber, woraus folgt:

b
—/ u(x) - (z)dz (6.2)

Diese Beziehung bezeichnet man als partielle Integration, weil von der Funktion f(z) = u/(z)-v(x)
quasi nur der “Part” resp. Anteil u/(x) integriert, also aufgeleitet wird. Damit ist die Integration von
f(z) = u/(z) - v(xz) noch nicht abgeschlossen, vielmehr hat man das Problem auf die Berechnung
des Integrals iiber g(z) = u(x) - v'(x) verlagert. Dieses ist aber unter Umstinden wesentlich leichter
zu berechnen, sodass sich die partielle Integration ausbezahlt.

Die nachfolgenden Beispiele demonstrieren den Nutzen der partiellen Integration.

Beispiel 1: Das folgende Integral ist ein Kandidat fiir eine partielle Integration, weil wir in ihm ein
Produkt zweier Funktionen entdecken:
/2
/ x cosxdx
0

Mit unseren bisherigen Methoden kommen wir hier nicht weiter. Der Faktor x vor der Cosinus-
funktion erschwert die Sache. Nur cosx — oder sinx — ware ja vollig unproblematisch. Aber
genau dies konnen wir durch die partielle Integration erreichen mit der das Integral in gewisser
Weise ausgetauscht werden kann. Wir identifizieren «/(x) = cosx und v(x) = 2. Dann sind
u(z) = sinx und v'(x) = 1, sodass u(z)v'(z) = sinx. Somit erhalten wir:

/2 /2 /2
—/0 sinxdm:g—O—i—cosx . :g+(0_1):g_1

/2
/ z cosxdr = x sinx
0 0

In die “andere Richtung” mit u/(z) = z und v(z) = cosx bringt die partielle Integration keine
Verbesserung:

77/2 7T/21
—/ —2?singdr = 77
0 2

w/2 1
x cosxdr = = 2% cosx
0 2 0
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Beispiel 2: Gleich noch ein zweites Beispiel zur Veranschaulichung:

1
/ﬂdm

Wir identifizieren: «/(z) = 1 und v(z) = Inz. Dann ist u(z) = Inz und v/(z) = 1. Damit

folgt:
/m—xdx— ln:r: /lnm /ln—xdx—l—/ ln—wdx

Nun kdnnte man meinen, dass wir uns im Kreis gedreht hitten, denn auf der rechten Seite
taucht ja wieder dasselbe Integral auf wie zu Beginn. Tatsachlich haben wir aber etwas gewon-
nen, eben gerade weil wieder dasselbe Integral herauskommt. Wir konnen nun namlich dieses
Integral auf beiden Seiten hinzuaddieren und erhalten so direkt:

1 1
/ nx = /ﬂdw——

6.3 Spezielle bestimmte Integrale

Ab und zu kommen Integrale vor, deren Herleitung den Rahmen der uns zur Verfligung stehenden
Mathematik sprengt. Hier eine unvollstandige Liste solcher Integrale:

o0
Exponenzialintegral: / 2" e %% dx = nla"t! mit a>0,n¢eN
0
a0 a
Gauss'sche Integrale: / e v/ dp = \/—5 mit a >0
0
oo o) san 2+l _
/ g2 e %?/0 dx:ﬁg(g) mit a>0,neN
0 .
& 2,2 n!
/ 2l e vT/0” Qg = 0 g2nt2 mit a>0,n €N
0

2

27r .
0 fiir

Trigo-Integrale: / sin(mz) sin(nx) de = tirm # 1 mit m,n €Z
0

T firm=n

cos(mz) cos(nx) dz = mit m,n € Z

o {O firm #n

S—

T firm=n

2m
/ sin(mx) cos(nx)dx =0 mit m,n € Z
0
00 -
/ sin(az) de == mit a>0
0 x 2

S—

sin(z?) dz = / cos(z?) dx =
0

S|
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Anhang A

Liste gangiger Stammfunktionen

Hier eine Liste unbestimmter Integrale. Die Eintrdge mit Stern

*

solltest du unbedingt auswendig

prasent haben. Natiirlich gibt es weitaus umfangreichere Integralsammlungen. Ich habe mich hier
auf einige sehr grundlegende Integrale eingeschrankt, die in unseren Ubungen vorkommen.

Allgemeine Potenzfunktion:*

Reziprozitatsfunktion:™

Inverse Quadratfunktion:*

Wurzelfunktion:*

Exponentialfunktion zur Basis e:*

Allgemeine Exponentialfunktion:*

Logarithmus naturalis:

Allgemeine Logarithmusfunktion:

Sinusfunktion:*
Cosinusfunktion:*
Tangensfunktion:
Quadratische Sinusfunktion:
Quadratische Cosinusfunktion:
Halbkreisfunktion:

Inverse (2% + 1) -Funktion:

"L C omit neR,n# -1

/x"dz: 1
n+1

1
/—d$:1n|x|+C
x

/—dx*f—ﬁLC

/\/Edzzgx\/}+c

/e”“'dx:ex—l—c

1
/a dr=—da*+C mit acRT

Ina
/1n|x|dx:z(1n|x|fl)+0
/1oga|x|dx:m(1oga|x|—1ogae)+C mit a € R
/sinxdm:—cosm—i—c
cosxdr =sinz + C
tanzdx = —In|cosz| + C
sinzde = = (x—smaccosac)—i—C

(a €RT)

2
Va2 —a%d :%arcsing—kg\/aQ—xQ—i—C

dx = arctanx + C

/
/
/
/cos wde = L (x+sinwcosz) +C
/
=
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