Repetition: Algebraische Umformungen, die eine gegebene Gleichung in eine andere Gleichung
mit denselben Losungen, also mit derselben Lésungsmenge I umwandeln, heiBen dquiva-
lente Umformungen. Wir kennzeichnen sie mit einem Aquivalenzpfeil <.

Als 100 %-ig aquivalente Umformungen haben wir bisher kennengelernt:

e Addition oder Subtraktion einer Zahl auf beiden Seiten der Gleichung, sowie

e Multiplikation oder Division beider Gleichungsseiten mit einer von 0 verschiedenen
Zahl.

Allerdings ist dieses Resultat * = 4 gar keine Lésung der urspriinglichen Gleichung!

Weshalb denn nicht?

i. Fiir x = 4 sind die Briiche auf den beiden Seiten der Gleichung gar nicht definiert, weil
im Nenner dann jeweils eine 0 steht (z — 4 = 0 fiir z = 4).

ii. Beim Ubergang von der ersten zur zweiten Zeile wird mit = — 4 multipliziert. Mit
unserem scheinbaren Resultat x = 4 ware dies eine Multiplikation mit 0. Dies ist aber
eben keine Aquivalenzumformung, denn durch Multiplikation mit 0 kénnten wir eine
falsche mathematische Aussage zu einer korrekten Aussage machen.

Bsp.: 4 = 5 ist offensichtlich falsch, aber 4 -0 =5 - 0 ist zweifelsohne richtig.

Aquivalenz- und Folgepfeile zwischen Gleichungen

Wir merken uns: Eine Multiplikation oder Division mit einem Term, der die Unbekannte x enthilt,

z.B. z, 22, azx, x — 3, z? — a®, usw., ist im Allgemeinen keine Aquivalenzumformung!

Das Setzen eines Aquivalenzpfeils zwischen zwei Gleichungen will also stets wohliiberlegt sein!
Sind A und B zwei Gleichungen mit Lésungsmengen IL 4 und L, so unterscheiden wir zwei Fille:

Fall 1: A< B heiBt: e "A und B sind dquivalent.”
o "“Jedes z, das A Iost, 16st auch B — et vice versal”

e Ly =Lpg: Die Lésungsmengen von sind identisch.

Fall 2: A= B heiBt: “Jedes x, das A l6st, |6st auch B, aber umgekehrt

muss nicht jede Lésung von B auch Losung von A sein.”

e Anders formuliert: “Ist = eine Losung von B, so kdnnte es

auch eine Losung von A sein, aber das ist nicht zwingend.

e Ly CLp: DieLdsungsmenge von A ist vollstindig
in der Losungsmenge von B enthalten.



Ein paar Beispiele

Setze zwischen den beiden Gleichungen jeweils den passenden Logikpfeil (<, < oder =):

(a) T =2 =4

(b) T = 2% = 243

(c) (22 = 9)(x —3) =0 > —9=0

(d) r(z+3) =22z —1) r+3=2z—-1

(e) =z r=1

(f) 3z +15 =9z — 21 r+5b=3x—-7

(g) 7% — 64 = 36 rT—8=6

(h) T >5 z® > 25

(i) r—1=0 (4> +1)(z —1) =0
(4) 7® > —64 x> —4

Arbeitsregel: Wir schaffen die Briiche einer Bruchgleichung weg, indem wir die Gleichung
mit dem Hauptnenner multiplizieren.

Vorsicht! Bei dieser Multiplikation konnten wir “aus Versehen” mit 0 multiplizieren, weil der
Hauptnenner ein Term ist, der die Variable = enthélt. D.h., es diirften Werte von x existieren,
fiir die der Hauptnenner den Wert 0 annimmt. Wir bezeichnen solche z-Werte als Nullstellen
des Nenners. Sie kommen als Lésungen der Bruchgleichung nicht in Frage.

Da der Hauptnenner in faktorisierter Form vorliegt, konnen wir seine Nullstellen in aller
Regel leicht ablesen und an dieser Stelle festhalten und wissen damit, welche Ldsungen
nicht erlaubt sind.

Nachbearbeitung! Nach dem Aufldsen der Gleichung haben wir ein oder vielleicht auch mehrere
mogliche Resultate vor uns. Nun miissen wir diejenigen streichen, die mit einer Nullstelle
des Nenners iibereinstimmen, denn sie sind keine erlaubten Ldsungen der urspriinglichen
Bruchgleichung.

Testen! Ist uns die vollstandige Faktorisierung des Hauptnenners nicht ganz gegliickt — sowas
kann ja mal vorkommen — dann sollten wir am Ende der Aufgabe die Resultate einzeln in
den Hauptnenner zuriickeinsetzen und schauen, ob dieser dadurch den Wert 0 annimmt.
Falls ja, ist das Resultat keine Losung der Bruchgleichung.

Ein solches Zuriickeinsetzen bezeichnen wir als Test der Losung.

Konsequenz: Bei der Multiplikation mit dem Hauptnenner notieren wir nur einen Folgepfeil =
(anstelle eines Aquivalenzpfeils ). Erst im Nachhinein kénnen wir beurteilen, ob es sich
wirklich um eine Aquivalenzumformung gehandelt hat. Der Folgepfeil zeigt an, dass ev.
Losungen hinzugekommen sind und dass wir demnach das Resultat am Schluss unbedingt
noch auf seine Giiltigkeit hin tberpriifen miissen!



