Losungen F & R 5: Unendliche geometrische Reihen
Klasse 155¢c / AGe

1. Wir erhalten die folgenden Resultate:
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ai a1 ay a1 1
Soo 1—g¢q a Soo q Soo 4aq 4

[|~1 o



3. Geometrisch Unendliches. . .

(a) Hat das dusserste Quadrat die Seitenldnge ¢; = 10, so ist dies gleichzeitig der Durchmesser d; des
dussersten Kreises. Dieser Durchmesser ist aber auch gerade wieder die Diagonalenlange des nachsten
Quadrates. Da beim Quadrat die Beziehung d = ¢ - \/2 zwischen Seitenlinge und ¢ und Diagonale d
gilt, folgern wir fiir den Verkleinerungsfaktor vom 3dussersten Quadrat zum nachsten:
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Wir folgern fiir die unendliche Summe aller Quadratumfange:
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Derselbe Verkleinerungsfaktor g = % gilt nun natiirlich auch fiir die Kreisdurchmesser oder -radien.
Geometrisch ist ¢ als Streck- resp. Stauchungsfaktor zu verstehen. Werden Langen mit diesem Faktor
q verkleinert, so werden Flichen hingegen mit dem Faktor ¢? = % kleiner. Damit erhalten wir fiir die
Summe der Kreisflichen:
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(b) i. Von Dreieck zu Dreieck halbiert sich sowohl die Grundseite g, als auch die Hohe h. Folglich wird
die Flache bei jedem Schritt durch geviertelt (¢ = 1). Damit ist die Berechnung der Gesamtfliche
rasch ausgefiihrt, nachdem die Flache des ersten Dreiecks einmal bestimmt ist:
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ii. Wir berechnen die ersten paar Strecken, um zu verstehen, wie verkleinert wird:

¢y = Strecke von A; nach Ay = \/162 + 162 = /162(1 + 1) = 16v/2
¢, = Strecke von Ay nach Az = /162 + 82 = V82(22 +12) =8V5
(3 = Strecke von Az nach Ay = /82 + 82 = \/82(1 + 1) = 8/2

¢4 = Strecke von A4 nach A5 = \/m =/42(22 +12) =45

Wir sehen, dass die Linge beim Ubergang von ¢; nach f5 genau halbiert wird, ebenso von £ nach
L4, aber eben nicht von ¢; nach /5 resp. von {3 nach ¢4. Die Folge ¢y, {5, {3, ... ist also nicht
geometrisch, wohl aber sind es die beiden Teilfolgen ¢4, ¢3, £5, ... und £y, U4, Cg, ...

In der Konsequenz miissen wir diese beiden Teilfolgen separat betrachten und je eine unendliche
Summe berechnen. Zusammen ergibt sich so die gesuchte Linge des gesamten Streckenzugs:
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. Essind /1 =4 und ¢ = %. Daraus folgt:
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ii. Die Spiralpunkte streben dem Spiralzentrum Z(xzz,yz) zu. Fiir dessen x-Koordinate sind nur

die Beitrdge horizontaler Spiralabschnitte entscheidend, denn nur dabei verdndert sich an der

z-Koordinate der Punkte etwas. Der Faktor betrdgt nun allerdings ¢ = — (%)2 = —1%. Das
Vorzeichen kommt daher, dass es abwechslungsweise nach rechts nach links geht:
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Auf dieselbe Weise ergibt sich fiir die y-Koordinate des Spiralzentrums:
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Somit befindet sich das Spiralzentrum bei Z(%, g—g) = (2.56,1.92).




