Losungen F & R 6: Vermischte Aufgaben zur Priifungsvorbereitung
Klasse 155¢c / AGe

1. Beschrieben wird die AF a1 = 1006, as = 1016, a3 = 1026, ..., a, = 9996.
Darin sind a; = 1006 und d = 10. Somit finden wir fiir den Index n des letzten Gliedes:

_ 1
Anzahl Schritte: n —1 = ““10 “ 999610 006 _ 8?30 —899 =  Anzahl Glieder: n = 900

2. (a) 3,-6,12,-24,48,... = GFmita; =3, ¢g=-2
expl. Def: ar —3- (=21 und rek Def: ap—ap1-(—2) mit a =3

a3 =3 (=2)" = 49152
(b) 2, —4,6,-8,10,... = weder AF noch GF!

—agp_1 — 2 fiir k gerade

: _9
—ag_1+ 2 fir k ungerade mit a1

expl. Def.:  ap = (—1)**1. 2k rek. Def.: ap = {

a5 = (1)1 2.15 =30

(c) 1,2,4,8,15, ... = weder AF noch GF! Sehr unklar, wie es weitergehen soll. ..

(d) — 765, —654, —543, —432, ... = AF mita, = —765, d =111
expl. Def.: ap =—765+ (k—1)-111 und rek. Def.: ap =ag_1+ 111 mit a3 = —765

= a15:—765—|—(15—1)-111:@

3. Wir benutzen direkt die jeweiligen Partialsummenformeln und im Falle der AR auch die explizite Schreibweise
fiir das n-te Glied:

(a) 37+30+23+ ... = a1 =37,d=-7
n n dn(n —1 m(n—1
= sn:—(a1—|—an):—(a1+a1—|—(n—1)-d):n-a1+¥:37n—¥
2 2 2 2
3
(b) 1641249+ ... = a,1:16,q:Z
n_q )" _1 H"_1 3\"
4. Notiere die Summe mittels des Summenzeichens X und rechne sie danach aus:
. 84 — 15
(a) 15+18+21+ ... +84 = AFmita;=15,d=3 = n= +1=24
n 24 24
= 524:Z(a1+(k—1)-d):Z(l5+3(k—1)):7(15+84):12-99:1188
k=1 k=1
. 972
(b) 4412436+ ... 4+972 = GFmita;=4,¢g=3 = n=Ilog; e +1=6
n 6 6
3 -1 729 — 1
k—1 k—1
— ) — 4. —4. —4. —92.728 = 14
= sg=> (a1-¢"")=> (4-3"1 - 5 728 = 145

k=1 k=1



—23040 3

(c) 15360 — 23040 + 34560 — ... —1328602.5 = GF mit a; = 15360, ¢ = F360 = 5
—1328602.5
=1 T ) 1 =12
- °g3/2< 15360 >+
12 3\ -1 (_3)12_1 312
= s;p= )Y (15360- <_—> ) = 15360 - ~—% = 15360 - 2—— = —791017.5
2 _ 9 _ _ 9 _
k=1 2 2
. —37-17
(d 17+1145-1—...-31-37 = AFmita; =17, d=-6 = n=———+1=10
n 10 10
= s0=> (a+(k=-1)-d)=> (17-6(k-1)) =+ (17-37) =5 (~20) = —100
k=1 k=1
(a) a1=9%a=11 = d=a-a=2 = a48:a1+47d:9—|—47-2:£
48
= s = (9 +103) =24 - 112 = 2688
;— —80 — 34
(b) a1 =34, d=—6a,=-8 = i=—2 da1 Fl=——— +1=10+1=20
a94 — asg 12 — (—2) 14 7
(c) as 424 16 16 16 8
7 —16 —49 65
= —ag—Td=-2-T -=— " —_—°
ar=ds 8 8 8
24 17
= Zak——(a8+a24)——'(—2+12):7'10::5
k=8
1000 — 10 990
(a) 10,18,... = a;=10,d=8 = ngrenZ:T+1:?+1:124.75
= 134 Glieder sind kleiner als 1000
5
(b) uy =4, upr1 =up+1.25 = AFmitd= 1 =
10 — 4 9996
Ngrenz = o5 = 125 +1=7997.8 = 7997 Glieder sind kleiner als 10000

(a) Ohne allzu gross zu rechnen kénnen wir sagen: Der Durchschnitt der drei Zahlen muss

25 =115

3

sein. Dann ist aber 115 gerade die mittlere der drei Zahlen und die dreigliedrige Folge muss somit

103, 115, 127 lauten.

a2

(b) Ist ay die mittlere der drei Zahlen, so ist a;
eine GF handeln soll. Nun folgern wir:

a2

al-ag-agz—-ag-ag-q:ag’ L 27000
q

und a3z = as - q die dritte Zahl, wenn es sich um

=

az = V27000 = 30

(a) Wir benutzen die Summenformel zur Ermittlung der Anzahl Folgeglieder:

n
Sn =5 (a1 + an)

n
2

(34 37) = 20n = 400

< n=20




(b) Dies ist eine schon oft vorgekommene Grundaufgabe zu AFs:

— 302 -5 297
ap=ai+m—-1)d & n=22"% 1= +1="C141=100
d 3 3 =
9. Esist a; = 975 und d = —18. Wir schauen, wie viele positive Glieder diese Folge maximal beinhalten kann:
0— 0—975 325
an=a1+(n-1)-d=0 & n= d‘“+1: 1= 1 5583

Somit kann die AF maximal 55 Glieder umfassen. Wenn es 55 Glieder sind, so lautet das Letzte:

ass = a1+ (55 —1)-d =975 —54-18 = 975 — 972 = 3

1 1 ay i 32
10. (a) @ =05=75,9=025=7 = alzﬁzli)g:g = s9= =
4

>J>|w| R
—_
DO
o

<

a; = ,q=3,a; = = ai:al-q; = .3 ;98415
b 3645 3 98415 =1 = 3645 . 3071

98415

1458
() an =162 a;5=1458 = ¢#=LB=-""_9 & =43
a’ll 162 p—
al 162

(d) ar 39 q Z = ay = q_6 - (%)6 2_5 36 2 128
128 128
= s m = o512
l=q¢ 1-% 1 =

11. (a) Esist a; = 1000 und ¢ = %, woraus wir mit der expliziten Darstellung der GF folgern:

—1
4, = ay "1 = 1000 [ 2 L o n = logom [ —— ) + 1 ~ 6905.3
" 1000 7000 \ 1000

Somit sind die ersten 6905 Glieder der GF grosser als 1.
(b) Mit u; = 1024 und ¢ = % gehen wir genau gleich vor wie bei (a):

-1
un:ul-q”_1:1024- 1 ! ;L < n=log: # + 1 = 20.97
2 1000 21024000

Folglich sind die ersten 20 Glieder dieser GF grosser als 0.001.
(c) Mit a; =4 und ¢ = 3 benutzen die Partialsummenformel zur Berechnung des Grenzindexes:

3 —1
—2(3"—1) 21000 < 3"=501 < n=Ilogy(501)~ 5.7

n
-1
! —4.

| 31

Somit miissen nur 6 Glieder aufsummiert werden, damit die Summe grosser als 1000 wird.



12. Esist a; =2v3 und ¢ = % = ‘/_ Damit folgt fiir den Grenzwert der unendlichen GR:

ai 2V/3 43 2442 8\/_4-4\/__4\/— 16

—q_l_g 2-v2 2+2 4-2

'y
G

k=1 k=2 k=3

50021

(a) Voriiberlegung: Die Folge der Flacheninhalte muss konvergieren, denn die abgedeckte Flache wird ja
offensichtlich nicht unendlich gross. (Wir konnten ein Rechteck (mit endlicher Flache) rund um die
Figur zeichnen, dessen Rander durch die Konstruktion nie iiberschritten wiirden!)

Notieren wir die Summen der Flacheninhalte und berechnen wir daraus den Grenzwert:

) 1\? ., [(1\? 11 © 1\ !
Soo =1 +3-<§> + 3 -<§> +...=_1 +§+§+...:];<§>

=a1 N e’ N’ =351 =

=as =as T

=52
——

:—1 = 1 :§ =953
l-q¢ 1-%1 2

(b) Versuchen wir eine dhnliche Summenbildung fiir die Folge der Umfange, wobei ich die untere Seite
des Quadrats ganz abspalte:

1 1 ) 11
=ai =381
=a2 =as3 A/—/
=359
N—
=lim4+(n—-1)-2= lim 24+ 2n =00 =s3
n— 00 n— 00

Die Reihe der Umfinge divergiert also. Es liegt somit eine endliche Flache mit unendlich grossem

Umfang vor!
14. (a) Esist s1 =a; = % und aus der Satzbeschreibung folgern wir:
al 1 ! 7 1 ! 7
= = fg-— & —— L10g—~ & 2=(1-¢)(20q—7

& 202 —27q+9=0
2M+272—-4-20-9 27+/729—-720 27+3 3 3

= = = = — d —
e 220 10 0 1°2%5
Das ist ein leicht erstaunliches Resultat, das wir doch rasch {iberpriifen mochten:
1 3 L 1 4 2
Fall 1: =_—, q=- —_10_ _ - Z_Z
e TR I e A A -
7T 3 7 15 7 8 2
ud ¢——=-"-—=——-—=_—=2-
20 4 20 20 20 20 5
1 3 = 15 1
Fall 2 =—, q=- —_10 _ - Z_Z
a 0 =19=¢ = Seo - % 03
T 3 7 12 7 5 1
d _— = —-—_— YV = — — — = — = — /
M 4T 0T 20 20 20 20 4

Es gibt also tatsdchlich zwei funktionierende Werte fiir q.



(b) Bereits im Ansatz der Fragestellung klingt diese Aufgabe nach einem 2x2-Gleichungssystem. Wir

formulieren:
= 4L =9 =9(1 — 5
ai +as =5 ar+a;-q=>5 a1 = 15 1+4+¢
9 5 5 4 2
= 91-¢)=5 & 1-¢= g & d=g5 © q:ig

Offenbar gibt es zwei Losungen. Wir wollen jeweils a1 und as bestimmen, aber am besten auch gleich
noch die Richtigkeit der Losung tiberpriifen:

Fall 1 2:> 9(1)912 913:> 232
a N = — = — f —_ - = . — = — . — — . —
q 3 a1 q 3 3 az =q-a1 3
= a1=3,a3=2
o aq 3
damit ist  s5, = = s=3--=9 Vv und a1+ax=3+2=5 V
2 2 2
Fall 2: ¢=-3 = a1:9(1—q):9<1—|—§>:15 = GQZQ'G1:—§'15:—1O
= a1:15, ay = —10
15 3
damitist s = ——=——=15-2=9 v und aj+ay=15-10=5 v

(c) Wir betrachten die unendliche GR (z — 3) + -5 + ... mit = # 3.

i. Fir den Faktor ¢ erhalten wir aus den ersten beiden Gliedern:

1
as 7—3 1

1= " 1-3" (x — 3)2

Soll die Reihe konvergieren, so muss |g| < 1 sein. Daraus folgt:
!

(x =32 |o—3P

& zeRN[24=ze{reR|z<2oder x> 4}

<1l & 1<jz=-3° & 1<|z—3

Die einzelnen Umformungen mit den Betragen wollen genau iiberlegt sein, aber am Ende ergibt
die Aussage sofort Sinn, auch wenn man diese Umformungsschritte nicht so genau nachvollzogen
hat: Liegt = ausserhalb des Intervalls [2;4], so liegt x — 3 ausserhalb des Intervalls [—1, 1]. Damit
ist dann automatisch (z — 3)? > 1 und somit eben auch @ 3)2 < 1 — und das ist genau die
Bedingung, die fiir die Konvergenz der Reihe erfiillt sein muss.

ii. Ist nun also z < 2 oder z > 4, so liegt Konvergenz vor, weil = )2 < 1. In diesem Fall erhalten
wir fiir die unendliche Summe:

ay x—3 x—3 (x —3)3 (x—3)3
T T T L, T G 22 _6r+8 (x —2)(x —4) a.ed.
(a=3)2 (z—3)2

iii. Wir setzen die unendliche Summe von eben gleich = 4 2:

(z —3)° ! 3
So0 = Ry =z+2 & (-3 =(x+2)(z—2)(x—4)
& 29224+ 2Tr —21=2"—42® —42+16 & 52 -3lx+43=0
31i¢m: 31 ++/961 — 860 _ 311\/10ﬁ%2.095 oder 4105
2-5 10 10
Da x aber nicht im Intervall [2;4] liegen darf, weil sonst die unendliche Summe s, gar nciht
existiert, kommt als einzige Losung nur x = % ~ 4.105 in Frage.

= iEl/Q:




15. (a) Wir erhalten die folgenden Dezimalbriiche:

7 31
1 — =

1
3

wl
o
c.nl
@

7.8
(b) Wir notieren jeweils iiber mit einer Zehnerpotenz im Nenner und kiirzen, falls méglich:

3125 25 444 111 37 1128 141
125 =220 = 22 A4l = —— = — 37 = 1128 = — = —
3125= 10500 = 3 0 1000 250 037= 150 = 1000 ~ 125

(c) Der periodische Dezimalbruch kann als geometrische Reihe notiert werden:

=0.13 =0.13 + 0.0013 + 0.000013 + ...
Wenn wir mit 100 multiplizieren, so entspricht dies der Multiplikation mit dem Verkleinerungsfaktor
q dieser GR! Eine solche Multiplikation mit dem Faktor ¢ hatten wir ebenfalls bei der Herleitung der

Formel fiir die Partialsumme einer GR vorgenommen:

Sp=a14+as+as+ ... tap=a1+ar-q+a-¢+ ... +a;-¢" !

=  Sp-q = ar-q+a-¢+ ... +ar-¢" " +ar-q"
n n qn—l
= (¢g—1)-sp,=a1-q —alzal(q —1) = sn:al-q_l

Die Multiplikation mit ¢ ist also bei der Berechnung der Summe — egal ob endlich oder unendlich —
das Mittel der Wahl.

(d) Mit der Summenformel fiir die unendliche GR erhalten wir:

ot
(]
Il
[~]¢
ot
N
—_
©|'_‘
~__
Bl
iR
Il
—_
I en
Il
ot
|»—\
o
Il
o
H©|o

1
k=1 10
Oﬁ_i 125( 1 >’“ L2 125 1000 125
. = _— = 1 = . e —
£~1000 \ 1000 1— s 1000 999 — 999
k—1 3
1 2 13 10 3 1 2
0.13 = 0.1 003_— 4y _do__ 0 2L
* +Z100<10> 10+1—% 07100 9 30 30 15

— — = — - ==
100 — 106 100 99 99 1

0 k—1 54
_ _ 54 (1 o 54 100 54 28
254 =2+051=2 Sl _o_d00_ _o 2% 0 _, _
+ +k§ 0 ( ) + + =

— _ 1 0 7 1 k—1 1 v 1 7 5
0.257 = 0.25 + 0.007 = — — | = = 00  _ -, " _
" g 2 1000 (10)

_ =
— 4 1—L 747900 225
k—1 81
2 2 8 2 9 53
0.48T = 0.4+ 0.08T = =24 _do0 _ = 22
" +21000<100> 51— L 5700 5110 110

16. Diese Aufgabe ist recht anspruchsvoll, weil die Bestimmung der ersten beiden Strecke a; und a2 und somit
des Faktors ¢ relativ viel mathematisches Vorwissen abverlangen.

Uberlegen wir zuerst, weshalb die Langen der Strecken a1, as, as, ... eine geometrische Folge bilden.
i. Die Dreiecke APA{Z, AA1AyZ, ANAyA3Z, ANA3ALZ, etc. sind alle dhnlich zueinander, denn sie
besitzen sichtbar zwei gleich Winkel, namlich den rechten Winkel und den spitzen Winkel bei Z.

ii. Damit sind aber auch automatisch die Dreiecke APA1 Ay, AA1A5As, ANA3A3A,, ANA3ALA5, etc.
dhnlich zueinander, denn auch sie beinhalten nun offensichtlich zwei gleiche Winkel.



iii. Daraus folgt, dass die Seitenverhiltnisse in all diesen Dreiecken APA;As, AA1AsAs, AAyA3Ay,
AA3A4 A5, etc. dieselben sind. Und somit folgt eben:
az az Qa4 as

q: = = = =

al a9 as aq
Fiir die Punkte P und @ gilt: P(0,5) und Q(5,0). Nun wollen wir die Koordinaten von A; bestimmen.
Dazu geben wir die Geradengleichungen der beiden Geraden g und ¢ an:
. 1 1
g: y=2(zx—2z9)+yg=2(x—5)+0=2x—-10 und z:y:—§(:r3—xp)—|—yp:—§x+5

Dabei habe ich verwendet, dass sich die Gerade mit Steigung m, die durch einen bestimmten Punkt
B(xp,yp) verlduft, stets beschreiben lasst durch y = m(x — zp) + yp. Dass die Steigungen von g und i
die Werte 2 und % aufweisen, kann man direkt aus der Grafik ablesen.

Durch Gleichsetzen obiger Geradengleichungen ergibt sich die x-Koorindate des Schnittpunktes Ay, aus der
dann auch die y-Koordinate bestimmt werden kann:

1 )
2$—10:—§£C—|—5 = 5:{3:15 & r=6 = y=2-6—-10=2 = A(6,2)

Mit dem Satz des Pythagoras bestimmen wir die Distanz zwischen den beiden Punkten P und Aj, also die
Lange ai: der Zickzacklinie:

al:\/(x/h_wP)Q"‘(yAl_yP)Q:\/(6—0)2+(2—5)2=\/36+9=\/E:3\/3

Zur Berechnung von ag bendtigen wir zusatzlich die Koordinaten des Punktes As. Zu deren Bestimmung
schneiden wir die Geraden h und j miteinander. Deren Geradengleichungen lauten:

1 1 .
h: y:§(x—xp)+yp:§m+5 und j: y=-2(x—x4,)+ya, =—2@—-6)+2=—-2x+14

Dass die Steigung von j den Wert —2 hat, wissen wir, weil j senkrecht zu h steht und weil zwei fiir die
Steigungen zweier senkrecht zueinander stehender Geraden stets gilt:

1 1
mp - My L = also: mj=—-——=—3=-2
mp, 5
Gleichsetzen der beiden Geradengleichungen liefert die Koordinaten von As:
1 5 18 18 34
§x+5 =—-2z+14 & 5= 9 & x= = 36 = y= —2-3—1—14 =5 = 6.8 = A(3.6,6.8)

Damit erhalten wir fiir die Lange von as:
ag = \/(xA2 —24,)2 4 (YA, —ya,)2 = V(3.6 —6)2 + (6.8 — 2)2 = /2.42 4 4.82
12
=/2.42(12 + 22) = 2.4V/5 = = V5

Damit ergibt sich ein Verkleinerungsfaktor von:
aq 3\/5 5
Nun kdnnen wir mit der Summenformel der unendlichen GR die Lange der Zickzacklinie bestimmen:

3Vo
Sw:lcu :4:15\/5

Fiir die Strecke PZ ergibt sich mit dem Satz des Pythagoras:
PZ=/(zz —xp)? +(yz —yp)? = /(10 = 0)2 + (10 — 5)2 = V125 = 55
Somit betrigt das Verhiltnis der Linge der Zickzacklinie zur Linge von PZ:
So0: PZ = (15V5) : (5v/5) =3:1

Die Zickzacklinie ist also genau dreimal so lang wie die Strecke PZ.




