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Kapitel 1

Die Ableitung einer Funktion

Die Differentialrechnung darf mit Fug und Recht als Grundpfeiler der modernen Mathematik be-
zeichnet werden. Sie wurde im 17. Jahrhundert entwickelt, mitunter durch Sir Isaac Newton (1643
— 1727), der fiir seine Mechanik potentere mathematische Hilfsmittel bendtigte, aber auch durch
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716), einen fiihrenden deutschen Mathematiker seiner Zeit.!

Im Grunde geht es darum eine Mathematik zur Verfligung zu haben, mit der die aktuelle
Veranderungsrate einer Grosse beschrieben wird, die von einer anderen Grdsse abhangt. Eine solche
Veranderungsrate hat in der Anwendung sehr oft eine eigene Bedeutung, wie wir im Laufe dieses
Skripts an verschiedenen Beispielen sehen werden. Wieso dieses Konzept der Verdnderung so stark
ist und so viele neue Moglichkeiten in sich birgt, werden wir allerdings erst gegen Ende des Themas
wirklich anschneiden kdnnen. Vorher geht es fiir uns vor allem darum, das wichtigste neue mathe-
matische Objekt, also eben die Verdnderungsrate oder im Fachjargon die Ableitung einer Funktion,
gut zu erfassen. Wir miissen erfahren, wie diese Ableitung funktioniert, welche Rechenregeln dafiir
gelten und welche elementaren Uberlegungen und Rechnungen damit angestellt werden kénnen. Da-
bei erweitern wir unser Wissen iiber Funktionen im Allgemeinen, aber auch iiber den einen oder
anderen Funktionstyp im Speziellen.

Aber nun eins nach dem andern. ..

Af

1.1 Der Differenzenquotient Ax

In diesem Abschnitt bereiten wir die in Abschnitt 1.2 folgende Definition der Ableitung formal vor,
indem wir altes Wissen wieder auffrischen und ein wenig anders formulieren.

Gegeben seien zwei Punkte P und @ auf dem Graphen G einer Funktion f(x). Durch diese
beiden Punkte legen wir eine Sekante s. Das ist eine Gerade, die den Gy in P und @ schneidet.?
Wir interessieren uns fiir die Sekantensteigung m . Wie bei jeder Geraden, von der wir zwei Punkte
kennen, so kénnen wir auch im Fall von s schreiben (Steigungsdreieck zwischen P und Q):

&:yQ_yP (1.1)

Sekantensteigung: me =
Ar  zg—zp

Natiirlich hangt m, davon ab, welche beiden Punkte P, Q) € Gy wir gewahlt haben. Diese Wahl der
Punkte wollen wir formal ein bisschen anders beschreiben, woraus dann auch eine neue Schreibweise
fiir mg folgt.

'Heute geht man davon aus, dass Leibniz und Newton die Differentialrechnung einigermassen gleichzeitig und
unabhingig voneinander erfunden haben und beiden der Ruhm dafiir gebiihrt. Damals gab es iiber diesen Punkt
allerdings heftige Streitigkeiten.

?Sekante = Schneidende.
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Abbildung 1.1: Der Differenzenquotient als Sekantensteigung.

Wir betrachten Abb. 1.1 und halten fiir die Punkte P und () fest:

e Die z-Koordinate des Punktes P wollen wir einfach als x bezeichnen, also xp = x. Da P auf
Gt sitzt, muss seine y-Koordinate durch f(x) gegeben sein: P(m,f(m)).

e Die z-Koordinate des Punktes () ist um den Schritt h := Ax grosser als die z-Koordinate von
P, also g = x + h. Da auch @ auf G liegt, ist seine y-Koordinate durch f(zqg) = f(x+h)
gegeben: Q(z + h, f(z + h)).

Mit dieser Neudeklaration der Koordinaten von P und () notieren wir die Seiten des Steigungsdreiecks
an s zwischen P und @ und damit eben die Steigung mg aus Gleichung (1.1) neu wie folgt:

Ay yg—yp  fle+h)— f(x)
Mg = — = =
Az zg—zp h

Rechts steht im Zahler die Differenz zweier Funktionswerte: f(x 4+ h) — f(x). Bezeichnen wir diese
Differenz als Af, so notieren wir nochmals neu:

Af _ flet+h) - f(z)

Diff tient: =
ifferenzenquotien A Y

(1.2)

Dieses ﬁ—i ist der sogenannte Differenzenquotient von f an der Stelle . Nach wie vor entspricht
er der Steigung my einer Sekante s, die durch die Punkte P((x,f(x)) und Q(x +h, f(z+ h)) auf
dem Gy gelegt wird.

Beispiel: Gegeben sei die quadratische Funktion f(z) = %xQ — 3x + 1. Dann folgt fiir ihren Diffe-
renzenquotienten an der Stelle z:

Af _ fl@+h) = f@@) _ s@+h)?=3@+h) +1- (527 3z +1)

Ax h h
1224 ah+3h2 -3z -3h+1-L1224+32—-1 xh—3h+ Ln?
_256 +zh+ 5 x + 5T° + 3T :3: + 3 :x—?)—i—lh
h h 2
Z.B. ergdbe sich iiber der Stelle z = 4 mit dem Schritt A = 2 eine Sekantensteigung m; von:
_Af_

1
4—-3+--2=2
Ax +2

ms



1.2 Die Definition der Ableitungsfunktion f’(x)

Gegeben sei eine Funktion f(x) mit Funktionsgraph G'¢. Nun wollen wir fragen:
“Mit welcher Steigung passiert der Graph G einen bestimmten Punkt P € G ;7"

Allerdings: Bisher war der Begriff Steigung fiir Geraden reserviert. Was verstehen wir genau unter
der Steigung des Graphen in einem Punkt? Wenn ich obige Frage anders formuliere, ist das geklart:

“Wie gross ist die Steigung der Tangente an den Graphen von f im Punkt P € G;7”
Der Graph ist im Punkt P genau so steil wie die dortige Tangente. Wir definieren also:

Steigung des Gy in einem Punkt P := Steigung der Tangente an den G in P

Abbildung 1.2: Wie steil der Funktionsgraph Gy durch einen Punkt P auf ihm verlauft, ist durch die
Steigung der Tangente an Gy in P gegeben. Im gezeigten Fall ist der Gy in P steiler als in @, weil
ganz offensichtlich die Steigung der Tangente in P grosser ist als die Steigung der Tangente in Q.

Die Tangentensteigung als Grenzwert der Sekantensteigung

Wir wollen jetzt herausfinden, wie sich die Tangentensteigung im Punkt P € G berechnen lasst.
Betrachten wir dazu Abb. 1.3.

1.5

SINNIE

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5

Abbildung 1.3: Verkleinern wir h, so ndhert sich die Sekante s immer mehr der Tangente ¢ an.



Beobachtung: Lassen wir den horizontalen Schritt i immer kleiner werden, so riickt ) auf dem G ¢
immer ndher an P heran. Dadurch nahert sich die Sekante s durch P immer mehr der Tangente ¢ in
P an — und fiir uns besonders wichtig: Die Sekantensteigung m wird dabei immer mehr zur
Tangentensteigung m!

Im Bsp. von Abb. 1.3 hat der kleinste gezeigte Schritt den Wert h = 0.5, aber es ist ganz klar,
dass wir mit dieser Verkleinerung noch weiter gehen koénnen, z.B. h = 0.1, h = 0.001, A = 0.000 001,
etc. Im Prinzip kénnen wir h beliebig klein werden lassen (h — 0), solange es nicht ganz gleich null
wird, denn dann ware Q = P und die Sekante ware nicht mehr definiert.

Lassen wir h immer kleiner werden, h — 0, so kommt die Sekantensteigung ms der Tangenten-
steigung m; beliebig nahe. Sie wird zwar nie genau gleich der Tangentensteigung sein, aber m; muss
der Grenzwert (Limes) sein, gegen den my strebt:3

lim mg = my
h—0

Und damit sind wir bereits am Ziel, denn mit dem Differenzenquotienten ﬁ—g aus Gleichung (1.2)

haben wir ja einen von h abhingigen Ausdruck fiir die Sekantensteigung mg zur Verfiigung und
brauchen nur noch dessen Grenzwert fiir h — 0 zu bilden, um die Tangentensteigung m; zu erhalten:
Af fl@+h) - f(x)

my = lim my = lim — = lim
h—0

1.
h—0 Ax  h—0 h (1.3)

Beispiel: Ich verwende die Funktion f(z) = 3 2% —3z+1, von der wir im Beispiel auf Seite 2 bereits
den Differenzenquotienten an der Stelle  mit Schritt h bestimmt hatten:

1
=—=x—-3+-h
Mg Ar x + 5
Nun bestimmen wir die Tangentensteigung m; iber der Stelle z, indem wir den Grenzwert des
Differenzenquotienten fiir h — 0 bilden:

1
mt:}lLimmszlim (m—3+§h> =xz—3

—0 h—0

Damit ergibt sich beispielsweise iiber der Stelle x = 4 eine Tangentensteigung von m; =4 —3 = 1.

Die Tangentensteigung als Ableitungsfunktion f’(x)

Bei gegebener Funktion f(x) wollen wir angeben, wie steil der Funktionsgraph Gy iiber dieser Stelle
x verlduft. D.h., zu jedem z soll eine eindeutige Tangentensteigung m; berechnet werden. Wir
fassen somit die Tangentensteigung als Funktion von = auf. Diese zu einer Funktion f(z) gehdrende
Steigungsfunktion ist so wichtig, dass sie einen eigenen Namen erhdlt. Wir bezeichnen sie als die
Ableitung f’(x) (sprich: “f Strich von z").

Beispiel: Im obigen Beispiel haben wir fiir die Tangentensteigung der Funktion f(z) = %xz —3x+1
tiber einer beliebigen Stelle x den Ausdruck m; = x — 3 erhalten. Die Steigungsfunktion resp. eben
die Ableitung f’(z) ist in diesem Fall also gegeben durch:

f(x)=2-3

Damit konnen wir die Steigung des Funktionsgraphen G resp. die Steigung der Tangente an G
iiber jeder Stelle x sehr rasch berechnen. An der Stelle x = 4 ergibt sich, wie bereits gesehen,
f'(4) =4 —3 =1, iber der Stelle x = —2 betragt die Ableitung f'(—2) = —2 — 3 = —5, etc.

3Zur Erinnerung: lim steht fiir Limes = lat. Grenze.



Halten wir das allgemein fest:

Definition der Ableitungsfunktion f/(x)
Die Ableitungsfunktion oder einfach die Ableitung f'(x) einer
Funktion f(x) ist gegeben durch:

o) i TR~ @)

h—0 h

(1.4)

Grundverstdndnis der Ableitung

Die Ableitung f’(x) liefert als Wert die Steigung der Tangente
an den Funktionsgraphen G'; iiber der Stelle x.

Wir werden uns an anderer Stelle (Anhang B) Gedanken zu dieser Definition machen miissen,
denn es ist nicht einfach selbstverstandlich, dass die darin enthaltene Grenzwertbildung fiir alle
Funktionen f resp. fiir alle Stellen & moglich ist. Dazu muss der Ausdruck w firh — 0 ja
eben gegen einen bestimmten Wert konvergieren — der Funktionsgraph muss liber der Stelle = eine
eindeutige Tangente aufweisen!

Beim Beispiel oben war das kein Problem, denn die Parabel zu f(z) = %xQ —3x+1 besitzt iiber
jeder beliebigen Stelle x eine eindeutige Tangente mit ganz bestimmter Steigung. Das Verfahren
muss funktionieren. Da dies bei den meisten von uns benutzten Funktionen der Fall ist, erlauben wir

uns die Betrachtung von Spezialfillen auf spater zu verschieben.

Beispiel: Betrachten wir zum Abschnittsende noch ein zweites Beispiel. Gesucht seien die Steigungen
der Tangenten an den Graphen von f(z) = % 2® — 22 4 1 (kubische Funktion) iiber den Stellen
r=0,2z=2und z =4.

Wir berechnen die Ableitung von f(x), indem wir zuerst den Differentenquotienten bilden und
soweit wie moglich vereinfachen:

Af  flath) = f@) F@+h)P’-2@+h)+1- (32 —22+1)

Az h h
(a3 322+ 3ah? + h3) — 22 —2h+1— fa® + 22— 1
B h
gt Sah? 4 EhS =20 —2h 41— Fad 420 — 1
B h
sa?h+ Sah? + th3 —2h 1

1 1
_ Lo 1 1.9
= - —256 +2xh+6h 2

Nun lassen wir h gegen null gehen und erhalten so die Ableitungsfunktion:

Af 1 1 1 1
() =lim —~ =1lim ( =2+ —azh+ -h*—2) = —2% -2
Sla) = fm S hfb<2x+2x *5 2"
Schliesslich brauchen wir nur noch die angegebenen Stellen in die Ableitungsfunktion einzusetzen:
Steigung iiber der Stelle x = 0: 1'(0) =
Steigung iiber der Stelle z = 2: f(2) =

Steigung iiber der Stelle x = 4: f'4) =

N~ N~ N =



1.3 Der Graph der Ableitungsfunktion — Horizontalstellen

Die Ableitungsfunktion f/(x) ist selber wieder eine “vollwertige” Funktion im mathematischen Sinne:
Sie weist einer Stelle = einen eindeutigen Funktionswert f/(z) zu. D.h., wir kénnen zu f’(z) auch
wieder einen Funktionsgraphen zeichnen.

Schauen wir dazu die Beispiele aus den letzten beiden Abschnitten an. Abb. 1.4 zeigt oben jeweils
den Graphen der Funktion f(z) und darunter den Graphen der zugehérigen Ableitung f/(z).

Abbildung 1.4: Zwei Beispiele fiir die Graphen von Funktion f(x) und Ableitungsfunktion f’(x).

Anmerkungen zu Abbildung 1.4

Fallen/Steigen: Betrachten wir zuerst den Graphen zu f;(z), also die Parabel links oben. Von links
oben kommend fillt G, bis zum Punkt P. Auf diesem ganzen Bereich ist folglich die Steigung
und somit eben auch die Ableitungsfunktion f{(x) negativ. Je niher wir P kommen, desto
weniger stark fallt G ,. Die Ableitung nahert sich folglich von unten dem Wert 0 an.

Rechts von P steigt Gy, immer starker an. Dort ist die Steigung resp. die Ableitung f{(z)
positiv und wachst immer weiter an.

Rechts oben sehen wir: Der Graph G, fillt zwischen den Punkten ) und R. Auf diesem
Bereich ist die Ableitung f}(z) negativ. In beiden Aussenbereichen (x < z1 und = > x3)
steigt G, immer starker an. Die Steigung ist positiv und wird immer grosser.

Halten wir allgemein fest:

Graph von f(z) steigt = Ableitung f’(x) ist positiv
Graph von f(z) fallt = Ableitung f’(x) ist negativ




Lokale Horizontalstellen und Extrema: 1, o und x3 sind die sogenannten Horizontalstellen
von fi(z) und fa(x). D.h., in den Punkten P, Q und R iiber diesen Stellen verlaufen die
Graphen genau waagrecht. An diesen Stellen ist folglich die Steigung gleich 0 und die Ablei-
tungsfunktionen weisen Nullstellen auf: f{(x1) =0, fi(x2) =0 und fi(x3) = 0.

Weiter bemerken wir, dass zu diesen Horizontalstellen entweder ein lokales Maximum oder
Minimum gehort. D.h., in einer nicht allzu grossen Umgebung von P — wir sagen: lokal —
hat die Funktion fi(z) an der Stelle z; den kleinsten Funktionswert — eben ein Minimum. Die
Funktion fa(z) nimmt in Q resp. bei x2 einen lokalen Maximalwert (= Maximum) und in R
resp. bei 3 einen lokalen Minimalwert (= Minimum) an.

x1, x2 und z3 sind somit lokale Extremalstellen von f;(z) und fo(x). Das geht aber nur,
weil die Funktionsgraphen dort horizontal verlaufen. Ware das nicht der Fall, so wiirden die
Graphen iiber diesen Stellen in die eine Richtung weiter ansteigen und in die andere Richtung
abfallen, was direkt gegen ein Extremum sprechen wiirde. Wir merken uns:

Notwendige Bedingung fiir eine lokales Extremum

Soll die Funktion f(x) an der Stelle x( ein lokales Extremum (Maximum
oder Minimum) aufweisen, so muss xq eine Horizontalstelle von f(x) sein,
ihre Ableitung muss dort also eine Nullstelle haben: f'(x¢) = 0.

Wir sagen: f’(zg) = 0 ist eine notwendige Bedingung fiir ein lokales
Extremum von f(x) an der Stelle xy.

Erlduterung zu “notwendig”: f'(x() ist eine notwendige Bedingung dafiir, dass f(z) bei x
ein lokales Extremum® aufweist. Das bedeutet: Nur falls f’(z¢) = 0 ist, kann z( eine lokale
Extremalstelle von f(z) sein, muss es aber nicht. Umgekehrt ist aber klar: Wenn z eine lokale
Extremalstelle von f(z) ist, so muss auf jeden Fall f’(zp) = 0 sein. Und nochmals umgekehrt
gilt: Ist f'(x¢) # 0, so kann f(x) bei xy keine lokale Extremalstelle haben:

z ist lokale Extremalstelle von f(z) = f'(z9) =0

f'(x0) #0 = xq ist keine lokale Extremalstelle von f(x)

f'(xzg) = 0 ist also einfach ein wichtiges Indiz dafiir, dass x eine lokale Extremalstelle von
f(z) sein konnte. Es briuchte allerdings weitere Informationen, um sicher zu sein.

Abb. 1.5 zeigt den Fall einer Sattelstelle bei z = 2, wo ebenfalls f/(2) = 0 ist, aber kein
lokales Extremum vorliegt.

p P ist Sattelpunkt # lokales Extremum
/ dazu gehort ebenfalls: f/(2) =0
x
/ 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Abbildung 1.5: Beispiel Horizontalstelle ohne lokales Extremum.

*Plural von Extremum: Extrema.



Globale Extrema: Zuriick zu Abb. 1.4 auf Seite 6. x; stellt fiir die Funktion fi(z) auch eine globale
Minimalstelle dar, denn es gibt keine andere Stelle x mit kleinerem Funktionswert. Dagegen
sind xo und 3 keine globalen Extremalstellen von f5(z), denn es gibt in den Aussenbereichen
durchaus Stellen x mit grosserem resp. kleineren Funktionswert. Tatsichlich besitzt fo(z)
keine globalen Extrema, also keine Stellen x, wo fiir die gesamte Funktion absolut der héchste
oder der niedrigste Funktionswert angenommen wird.

Funktionsgrade beim Ableiten: An dieser Stelle wollen wir zudem kurz bemerken, dass aus einer
quadratischen Funktion beim Ableiten eine lineare Funktion entsteht (Parabel — Gerade). Und
aus einer kubischen Funktion (hdchste Potenz: x) wird eine quadratische Funktion.

Diesen Zusammenhang werden wir bald tiefer ergriinden und festhalten: “Der Grad der Ablei-
tungsfunktion f/(x) ist jeweils um 1 geringer als der Grad der urspriinglichen Funktion f(z).”



Kapitel 2

Erste Ableitungsregeln

Die Ableitungsfunktion f’(x) einer Funktion f(x) zu bestimmen war bis anhin eine relativ aufwéndige
Sache: Differenzenquotienten ansetzen, diesen vereinfachen und danach den Limes fiir b — 0 bilden.
Miissen wir immer diese mithsame Prozedur anwenden, wenn wir eine Ableitung ermitteln mochten?

Die Antwort lautet: Nein! Tatsdchlich war das Kapitel 1 vor allem dafiir vorgesehen, dass wir
genau verstehen, wie diese Ableitungsfunktion definiert wird. In der Anwendung ist diese Definition
aber zu umstandlich. Stattdessen werden wir uns nun merken, wie die Ableitungen einiger elementarer
Funktionstypen aussehen. Damit und mit Hilfe ein paar allgemein giiltiger Ableitungsregeln werden
wir in der Lage sein praktisch jede beliebige Funktion f(x) einigermassen ziigig abzuleiten.

Wir starten mit den Ableitungsregeln, die wir bei unseren Beispielen in Kapitel 1 und in der
zugehorigen Ubungsserie zum Teil bereits kennengelernt haben.

2.1 Ableitungsregel fiir additive Konstanten

Voraussetzung Die Funktion f(z) sei die Summe aus einer von = abhéngigen Funktion u(x)
und einer beliebigen Konstante ¢ € R, also: f(x) = u(z) + c.

Regel f(z) =u(zr)+c = f(z) = (x)
In Worten Eine additive Konstante fillt beim Ableiten einfach weg.
Beispiel Essei f(z) =23 +5, also u(z) = 2% und ¢ = 5. Damit folgt:

fx)=u(z) +c=2>+5 = f'(x) =/ (z) = 32°

Graphische Die Addition einer Konstanten ¢ fiihrt lediglich zu einer vertikalen Verschie-
Erklarung bung des Graphen einer Funktion u(z). Die Steigungswerte bleiben dabei iiber
allen Stellen x gleich. Die Ableitung bleibt unverandert u/(z).
Beweis Es sei f(z) = u(z) + ¢ mit ¢ € R. Mit der Ableitungsdefinition (1.4) folgt:
_ h —
) = tim JEER @) wwth) e (u@) +o)
h—0 h h—0 h
~ im u(z+h)+c—ulx)—c ~lim u(z + h) — u(z) _ ()
h—0 h h—0



2.2 Ableitungsregel fiir multiplikative Konstanten

Voraussetzung

Regel

In Worten

Beispiel

Graphische
Erkldrung

Beweis

Die Funktion f(x) sei das Produkt aus einer beliebigen Konstante ¢ € R und
einer von x abhangigen Funktion u(z), also: f(x) = ¢ u(x).

f@)=c-u() = f@)=cu(2)

Eine multiplikative Konstante bleibt beim Ableiten einfach erhalten.

Essei f(z) =523 also ¢ =5 und u(x) = 2°. Damit folgt:

f(x) =c-u(x) = 5a® = fl(x)=c-u'(x) =5-32% = 1522

Die vertikale Streckung eines Funktionsgraphen bei der Multiplikation mit ei-
nem bestimmten Faktor ¢ bewirkt, dass auch die Steigung an jedem Punkt
des Graphen um den Faktor ¢ vergrossert wird.

Es sei f(z) = c-u(x) mit ¢ € R. Mit der Ableitungsdefinition (1.4) folgt:

flx+h)— f(x) c-u(x+h)—c-u(zx)

! o . o .
fla) = Jim h =i h
: h) — _
i € (u(z + h) — u(z)) e lm u(@ +h) —u(x) ¢l (z)
h—0 h h—0 h
q.e.d.

Dabei haben wir verwendet, dass gilt: limj_,q [ ¢+ f(h)] = ¢ lim,_q f(h).

2.3 Ableitungsregel fiir Summen und Differenzen von Funktionen

Voraussetzung

Regel

In Worten

Beispiel

Graphische
Erkldrung

Beweis

Die Funktion f(z) sei die Summe oder Differenz aus zwei von x abh&ngigen
Funktionen u(z) und v(z).

fl(a) =u'(2) £ 0'(x)

Die Ableitung einer Summe resp. Differenz zweier Funktionen ist gleich
der Summe resp. Differenz der Ableitungen dieser Funktionen.

f(x) =u(z) £v(x) =

Es sei f(x) = 23 — 22, also u(x) = 23 und v(z) = 22. Dann folgt:
f@)=u@) —v(z)=2° -2 = fl(z)=u(x) =0 (z) =322 — 2

Die Steigungen zweier Funktionsgraphen addieren sich, wenn wir ihre Funk-
tionsgleichungen zusammenzahlen.

Es sei f(z) = u(z) £ v(x). Mit der Ableitungsdefinition (1.4) folgt:

flz+h) - f(z) u(@+h) £v(z +h) — (u(@) £ (@)

! _ . _ .
) = fim h = h
~ im u(z + h) —u(z) n v(z+h) —ov(x)
© h—0 h h
= lim @+ h) = ulw) + lim vlz+h) =) =/(x) £/ (x)
h—s0 h h—0 h

N.B.: limy,_, [f(h) + g(h)] = limy,_,, f(h) £1limp_q g(h).
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2.4 Ableitungsregel fiir Potenzfunktionen

Voraussetzung Es sei f(z) = 2™ eine Potenzfunktion mit natiirlichem Exponenten z € N.
Regel flx)=a" = fllx)y=n-a"!
In Worten Die Ableitung einer Potenzfunktion mit Exponent n ist selber wieder

eine Potenzfunktion mit Exponent n — 1. Dabei erscheint der alte Ex-
ponent n in der Ableitung als Voraktor.

Beispiele [2?])" = 22 [2%]" = 322 [24]" = 423 [2°]" = 5at
[w150]/ = 150249 [x”*ﬂl = (n+4) 23

Insbesondere gilt auch: f(z)=z=2! = fl(z)=1-20=1

Graphische Die Aussage dieser Regel graphisch zu verstehen ist nicht ganz einfach. Wir
Erkldrung werden uns zu einem spateren Zeitpunkt ndher damit beschaftigen.
Beweis Es sei f(x) = 2™ mit n € N. Mit der Ableitungsdefinition (1.4) folgt:
h _ h n __ n
h—0 h h—0

An dieser Stelle gibt es ein Problem: Wie kdnnen wir (z+h)™ ausmultiplizieren,
wenn wir den Exponenten n gar nicht genau festlegen?

Antwort: Dieses Ausmultiplizieren muss gar nicht vollstandig erfolgen!

Es geniigt, die ersten beiden Terme zu kennen. Der ganze Rest wird bei der
Limesbildung ohnehin wegfallen! Schauen wir uns einmal die Ausmultiplikation

fuir die ersten paar Exponenten n =1,2,3,... an und verallgemeinern dann:
(x4 h)t = x+h =x+h
(x4 h)? = 2?2 4 2zh + h? = 2% + 2zh + h?
(x4 h)3 = 23 4 32%h 4 3zh? 4+ h3 =23 + 322h + O(Rh?)
(z + h)* = 2 + 423h + 622h% + 4zh3 + bt = 2* + 423h + O(h?)
(x4 h)" = =2"+n-2" L h+ O(h?)

O(h?) steht fiir den Rest der Summe, in dem nur Summanden mit mindestens
quadratischem h auftauchen — wir sprechen von Termen héherer Ordnung.

Im Nenner des Differenzenquotienten wird einmal durch den Faktor h geteilt.
Jeder Summand, der in O(h?) enthalten ist, wird nach dieser Division immer
noch mindestens einen Faktor h enthalten und somit bei der anschliessenden
Limesbildung h — 0 verschwinden. Aus O(h?) wird bei der Division durch h
also O(h). Und dieses O(h) verschwindet fiir h — 0.

Mit (z + h)" = 2™ +n - 2"t h + O(h?) schliessen wir den Beweis ab:

+h)"—2" . 2" +n-2" ' h4+O(h?) — 2"
(2) = lim & =1
fla)=jim = A h
nlh Oh2
— —
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Eine wichtige
Erweiterung

Zur Erinnerung

Zwar haben wir die Regel fiir Potenzfunktionen nur fiir natiirliche Exponenten
n € N bewiesen, sie gilt aber fiir alle reellen Exponenten ausser 0:

fz)y=2" = f(x)=n-2""! mit n € R~ {0}

Obwohl wir das im Moment nicht beweisen konnen, werden wir trotzdem damit
arbeiten und so Potenzfunktionen mit gebrochenen Exponenten (= Wurzel-
funktionen) und mit negativen Exponenten (= gebrochenrationale Funktionen)
ableiten! Dazu bald mehr.

Potenzschreibweise fiir Briiche und Wurzeln:

3

— ==z und v xm

I
8

2.5 Die ersten paar Ableitungsregeln im Uberblick

Regel fiir additive Konstanten

Eine additive Konstante fallt beim Ableiten einfach weg:

Regel fiir multiplikative Konstanten

Eine multiplikative Konstante bleibt beim Ableiten einfach erhalten:

Regel fiir Summen und Differenzen von Funktionen

Die Ableitung einer Summe oder einer Differenz zweier Funktionen ist die
Summe resp. Differenz der Ableitungen der beiden Funktionen:

Regel fiir Potenzfunktionen

Die Ableitung einer Potenzfunktion mit Exponent n ist selber wieder eine
Potenzfunktion mit Exponent n — 1. Dabei erscheint der alte Exponent n
in der Ableitung als Vorfaktor:

f@)=u@)+c = fl(z)=1u(z) (2.1)

fla)=c-ul@) = fl(2)=cu(z) (2.2)

f@) =u(@) £o(@) = fl@) =) £ 0(2) (2.3)

flxy=2" = fllz)=n-2"" (2.4)

12



Kapitel 3

Kurvendiskussion mit Polynomen

In diesem Kapitel lernen wir eine grosse und wichtige Familie von Funktionen kennen, die sogenann-
ten Polynome. Jede Polynomfunktion ist eine mit Vorfaktoren gewichtete Summe aus natiirlichen
Potenzen der Variable x (inkl. 2"), so kompliziert das im Moment klingen mag, Polynome sind uns
schon recht vertraut, denn konstante, lineare, quadratische und kubische Funktionen gehoren auch
zu dieser Funktionenfamilie.

Polynome abzuleiten ist enorm einfach. Unsere ersten paar Ableitungsregeln aus Kapitel 2 rei-
chen dafiir. Daher eignen sich die Polynome gut um aufzuzeigen, wie wir ganz allgemein Funktionen
mittels Differentialrechnung untersuchen wollen. Eine solche Funktionsanalyse nennt man Kurven-
diskussion. Wir lernen in diesem Kapitel also die Kurvendiskussion bei Polynomen kennen. Dieses
Prozedere werden wir spater noch erweitern und dann auch auf andere Funktionstypen iibertragen.

3.1 Die Familie der Polynomfunktionen

Zunachst wollen wir direkt definieren, was unter einem Polynom zu verstehen sein soll:

Definition der Polynomfunktionen (Polynome)

Eine Polynomfunktion vom Grad n — kurz: ein Polynom vom Grad n — ist
eine Funktion f(x), die sich als eine gewichtete Summe (iber die natiirlichen
Potenzen der Variable z (von x° bis x™) schreiben lisst:

=a)+am 2 3 oot apz”
f(z) =ap +a1x + agz® + azx® + ... + apx (3.1)

mit ag,a1,62,...a, € R und a, #0

Die Vorfaktoren ag, a1, as,...,a, heissen Koeffizienten des Polynoms. Sie
gewichten die verschiedenen im Polynom enthaltenen Potenzen von x.

Anmerkungen

e Polynome werden oft auch als ganzrationale Funktionen bezeichnet. Der Einfachheit halber
bleiben wir aber beim ebenso richtigen Namen Polynom.

e Betrachten wir zu allererst einfach ein paar Beispiele von Polynomen:

1
f(z) =32 — 223 + 522 + 7w — 4 f($)=§$2—wx—|—\/§
f(z) =1 - 10z + 100z* — 1000z* + 10 0002® f(z) = 150 + 1502

Es spielt keine Rolle, ob ich beim Aufschreiben des Polynoms mit der hochsten oder mit der
niedrigsten Potenz von x beginne. Je nach Anwendung ist das eine oder das andere praktischer.

13



e Den Exponenten der hochsten in einem Polynom enthaltenen Potenz von x bezeichnet man
als dessen Grad. Daher muss natiirlich bei einem Polynom vom Grad n verlangt werden, dass
an # 0 ist, sonst wiirde die Potenz ™ ja gar nicht mehr im Polynom vorkommen.

Die Grade der vier Beispielpolynome oben sind also n =4, n =2, n = 8 und n = 150.

e Auch das konstante Glied ag und das lineare Glied a;z stehen fiir Potenzen von x, denn wir
1

konnen schreiben: ag = apz® und a1z = az!.

e Bisher und auch kiinftig haben wir es besonders hdufig mit Polynomen der niedrigsten vier Gra-
den =0,1,2,3 zu tun. Sie besitzen eigene Funktionsnamen und wir verwenden typischerweise
auch ein bestimmtes Set von Parameternamen fiir die Koeffizienten:

Grad Funktionstyp als allgemeines Polynom typisches Parameterset
n=0  konstant f(z)=ap =c

n=1 linear f(x)=ag+ a1z =mz+q

n =2  quadratisch f(x) = ap + a12 + axa? =az’ 4+ b +c

n =3  kubisch f(x) = ap + a1x + asx® + azx® = ax® + b’ +cx +d

3.2 Graphen von Polynomen skizzieren

Je hoher der Grad n eines Polynoms f(x) ist, desto komplizierter und kurvenreicher féllt der zu-
gehorige Funktionsgraph Gy in der Regel aus. Wie lasst sich ein solcher Graph ohne technische
Hilfsmittel zuverlassig skizzieren?

Das Verhalten im Aussenbereich (|z| — o0)

Die Graphen von Polynomen (mit Grad n > 1) streben ins positiv oder negativ Unendliche, wenn
x gegen 400 oder gegen —oo geht (Jz| — o0). D.h., der Graph eines Polynoms kommt links im
Diagramm von oben oder von unten her ins Bild und verschwindet rechts auch wieder nach oben
oder nach unten. Dieses Verhalten in den Aussenbereichen des Graphen wird durch lediglich zwei
Aspekte festgelegt:

e Ist der Grad n (= hochste Potenz) des Polynoms gerade oder ungerade?
o Ist der Koeffizient a,, der hochsten Potenz x™ positiv oder negativ?

Das Verhalten im Aussenbereich wird also ausschliesslich durch das Glied mit der hochsten Potenz
festgelegt (a,x™). Das ist auch nicht so erstaunlich, denn fiir Zahlen x mit grossen Betragen ist der
Betrag von z" viel grosser als die Betrage aller kleinerer Potenzen. Im Aussenbereich (|z| — o0) ist
somit die hochste Potenz dominant und es lassen sich vier Fille unterscheiden:

e n gerade, a,, positiv: Gy kommt links von oben und verschwindet rechts wieder dorthin.
e n gerade, a, negativ: Gy kommt links von unten und verschwindet rechts wieder dorthin.
e n ungerade, a,, positiv: Gy kommt links von unten und verschwindet rechts nach oben.
e n ungerade, a,, negativ: Gy kommt links von oben und verschwindet rechts nach unten.

Abb. 3.1 oben auf der nichsten Seite zeigt die Skizzierungsansitze fiir diese vier Fille.
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e n gerade y e 1 ungerade y
® @, positiv ® q, positiv
1 1
x T
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 i 0 1 2 3
-1 5 21
e n gerade y e 1 ungerade y
® @, negativ e ¢, negativ
1 1
z x
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 i 0 1 2 3
/ _1 \ _1

Abbildung 3.1: Das Verhalten eines Polynoms in den Aussenbereichen.

Das “Innenleben” der Funktion

Wenn wir aufgrund des hochsten Potenzgliedes a,x™ wissen, von wo der Graph kommt und wohin
er geht, fehlt uns noch sein “Innenleben”, also der Verlauf des GG bei kleinen Betragen von .

Im Prinzip kénnen wir dafiir ein paar Stellen x in die Funktiongleichung f(z) einsetzen und die so
erhaltenen Funktionswerte in vertikaler Richtung iiber der jeweiligen Stelle z im Koordinatensystem
abtragen. Auf diese Weise erhalten wir verschiedene Punkte (z, f(x)), die in der Regel relativ bald
ein grobes Gesamtbild des Graphen G ¢ ergeben. Abb. zeigt ein Beispiel zu diesen Vorgehen.

Abbildung 3.2: Skizzieren eines Polynomgraphen ohne Differentialrechnung.

Dieses Vorgehen ist zwar in Ordnung, allerdings kann man sich damit nie ganz sicher sein,
ob man die speziellen Punkte des Graphen resp. der Funktion richtig erfasst hat. Dazu gehoren
insbesondere die Nullstellen, wie neuerdings auch die Horizontalpunkte.

In Abb. 3.2 ist z.B. nicht so klar, ob das lokale Maximum zwischen z = 0 und x = 1 genau bei
T = % zu liegen kommt. Man wiirde diese Dinge aber gerne genau wissen. Es ist daher kliiger, diese
speziellen Stellen einer Funktion zuerst zu berechnen und den Funktionsgraphen erst hinterher zu

skizzieren.
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Musteraufgabe zum Skizzieren eines Polynomgraphen
Gegeben sei das folgende Polynom, dessen Graph wir skizzieren mochten:

3 7 15
f(x):zxd‘—ix?’—i-zﬁ

Nullstellen? Fiir welche Stellen x ist f(x) = 0, was sind also die Nullstellen von f(z)?

L3ge das Polynom in seiner faktorisieren Form vor, so liessen sich die Nullstellen direkt daraus
ablesen. Wir sehen uns hier aber mit einer ausmultiplizierten Form konfrontiert. Schauen
wir einmal, wie weit wir mit einem Faktorisierungsversuch kommen. Zunachst lasst sich iwz
ausklammern, sodass der Restterm lauter ganzzahlige Koeffizienten aufweist:

3 7 15
_ 2413 2

+ —x :lx2(3x2—14x—|—15) ;0

f@)=72"=3 A A

Damit liegt eine Nullstelle sicher bei x = 0. Weitere Nullstellen miissten Losungen der qua-
dratischen Gleichung 32? — 14z + 15 = 0 sein. Diese Nullstellen zu bestimmen stellt aber kein
Problem mehr dar. Schliesslich haben wir Zweiklammeransitze bei quadratischen Ausdriicken
ausgiebig trainiert und schlimmstenfalls kdnnten wir es auch mit der Mitternachtsformel pro-
bieren. Es ist:

3x2—14x+15:(3x—5)(a¢—3):3<x—§> (z —3)

Damit kennen wir nun alle Nullstellen von f(z), namlich z =0, x = g und z = 3.

Hier der Vollstandigkeit halber die komplett faktorisierte Form von f(z):

3 4 T 4 15 5 3 5
f(x)—4x g%t = g 3(95 3)
Alle Klammern, aber auch die einzelnen Faktoren x sind sogenannte Linearfaktoren der Form
(x — x), in denen die Nullstellen z;, direkt ersichtlich sind (z = (z — 0)).

Hinweis: Die Nullstellenbestimmung wird fiir Polynome vom Grad n > 3 in vielen Fallen nicht
so ohne Weiteres moglich sein, weil dafiir kubische oder Gleichungen noch héheren Grades zu
[6sen sind. Ich werde jeweils einen Hinweis geben, wenn es einmal nicht gehen sollte.

Horizontalpunkte? Um herauszufinden, in welchen Punkten der Graph horizontal verlduft, gehen
wir wie folgt vor:

i. Funktion ableiten

3 7 15
flx)=Sat =~ 4 =2

4 2 4

ii. Ableitung gleich Null setzen und Horizontalstellen ermitteln
Verlauft der Funktionsgraph iiber einer Stelle = horizontal, so muss dort die Ableitung
verschwinden. D.h., zur Bestimmung der Horizontalstellen miissen wir die Gleichung
f'(x) = 0 lésen. Dazu faktorisieren wir die Ableitungsfunktion. Wir klammern zunichst

%w aus und faktorisieren dann weiter:
21 15 3 3
f'(z) :3$3—7$2+7$: §x(2x2—7x+5) = §$(2ZC—5)($—1) 20
Es gibt somit drei Horizontalstellen: x =0, x =1 und z = %
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iii. y-Koordinaten der Horizontalpunkte ermitteln

Die drei Horizontalstellen sind ins urspriingliche Polynom einzusetzen. Dies geht wegen
dem Kiirzen hiufig rascher mit der faktorisierten Form von f(x):

f(O):%OQ-<O—§>-(O—3):O = (0,0)
f(l):%lQ-(1—%)-(1—3):...:1 = (1,1)

D506 6 - ()

Nun verfiigen wir iiber recht umfangreiche analytische Informationen zum Graphen von f(x). Neben
den Nullstellen bei x = 0, x = g und x = 3 und den eben bestimmten Horizontalpunkten wissen
wir ndmlich zudem, dass es sich um ein Polynom 4. Grades (gerade!) handelt. Dabei besitzt das
Glied mit der hochsten Potenz %x‘l ein positives Vorzeichen. Der Gy muss links also von oben her
kommen und rechts wieder nach oben verschwinden.

Mit all diesen Anhaltspunkten kann beim Zeichnen des Graphen eigentlich nichts mehr schiefge-

hen (siehe Abb. 3.3).

Yy Yy
) i F lgi 150 o
flz)=Sa'— 2%+ e

[}
\

\

\ -
\

1

(0,0) © (3,0)

Abbildung 3.3: Skizzieren eines Polynomgraphen mittels Differentialrechnung.

Auftakt zur Kurvendiskussion

Mit obigem Beispiel haben wir erste Aspekte dieser sogenannten Kurvendiskussion kennengelernt.
Damit meint man die rechnerisch untermauerte Analyse des Graphen zu einer gegebenen Funktion.

Wir werden diese Analyse in den nichsten Kapiteln noch um ein paar Punkte erweitern und
natiirlich auch auf andere Funktionstypen als nur auf Polynome anwenden.
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Kapitel 4

Die zweite Ableitung f’/(x)

4.1 Repetition zum Verstandnis von Funktion und Ableitung

Ist eine Funktion f(x) gegeben, so ergibt sich der zugehdrige Funktionsgraph G in einem z-y-
Koordinatensystem dadurch, dass iiber jeder Stelle = auf der z-Achse der zugehorige Funktionswert
f(z) in y-Richtung abgetragen wird. Jeder Punkt P € G hat also Koordinaten der Form (z, f(z)).
Das war uns bereits vor dem Thema Differentialrechnung bekannt.

Neu haben wir gesehen, dass sich zur Funktion f(z) eine eindeutige Ableitungsfunktion f'(z)
bilden lasst. Auch dieses f’(x) enthilt eine grafische Aussage: Uber der Stelle z, also im Punkt
(z, f(z)), hat der G die Steigung f'(z) — genauer: ist ¢ die Tangente an den Funktionsgraphen
im Punkt P(z, f(x)), so hat diese Tangente die Steigung m; = f’(x).

Abbildung 4.1: Die grafischen Bedeutungen von f(z) und f'(z).

f'(x) steht fiir die Steigung des Gy iiber der Stelle 2. Das bedeutet, f’'(x) beschreibt die aktuelle
Verdanderung oder besser Verdanderungsrate der Funktion f(z), denn:

e Ist f'(xz) > 0, so ist die Funktion f(z) an der Stelle z am zunehmen. Der G steigt an.
e Ist f/(x) <0, so ist der Funktion f(x) an der Stelle z am abnehmen. Der G fillt ab.

e Je grosser |f/(x)| ist, desto ausgepragter ist die Veranderungsrate.

Die “Steigung” in einem Punkt P € G; beschreibt also die dortige “Veranderungsrate” von f(x):

Die Ableitung f’(x) gibt an, wie sich der Funktionswert f(x) iiber
der Stelle x am verdndern ist.
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4.2 Die Zweite Ableitung f”(x) — ein Mass fiir die Kriimmung

Die Ableitung f’(x) einer Funktion f(z) ist selber wieder eine mathematische Funktion mit allem,
was dazu gehort. Insbesondere ist sie eindeutig und es lasst sich ein Funktionsgraph skizzieren.

Es gibt folglich keinen Grund, weshalb wir f’(z) nicht selber wieder ableiten diirften. Natiirlich
muss die Frage gestellt werden, wozu wir das denn machen wollen, aber zunachst einmal ist klar,
dass sich dieses f”(x), also die Ableitung der Ableitung, bilden Iasst. Wir sprechen von der Funktion
f(z), von ihrer 1. Ableitung f’(x) und neu von der 2. Ableitung f”(z).

Nun kdnnte man ja einfach sagen, dass die 2. Ableitung fiir die “Steigung der Steigung” oder die
“Veranderungsrate der Veranderungsrate” stehen muss, aber diese Aneinanderreihungen fiillen sich
nicht von alleine mit Sinn.! Hingegen kann ich die beiden Worter “Steigung” und “Verinderungsrate”
ja auch kombinieren und gelange so zu einer Formulierung, die die Bedeutung der 2. Ableitung einer
Funktion greifbar macht:

Die 2. Ableitung f/(x) einer Funktion f(x) beschreibt, wie sich die
Steigung des Graphen G iiber der Stelle x am verdndern ist.

Oder nochmals anders: Die 2. Ableitung f”(z) gibt an, ob die Steigung des G iiber der Stelle =
am zunehmen oder am abnehmen ist. Betrachten wir dazu Abb. 4.2 mit folgenden Anmerkungen:

e Zunachst bemerken wir, dass der gezeigte Funktionsgraph Gy im ganzen sichtbaren Bereich
ansteigt. Das bedeutet, die 1. Ableitung f’(x) ist iiberall positiv: f/(x) > 0. Das gilt auch in
den beiden Punkten P,Q € Gy.

e In P und in @ ist die Steigung des Graphen sogar genau gleich gross. Die 1. Ableitung hat
also denselben Wert: f'(zp) = f'(zq).

e Die Steigung des Gy verandert sich vorzu ein bisschen. Im Punkt P ist die Kurve am abflachen,
wahrend sie in @ steiler wird. Das bedeutet, in P ist die 2. Ableitung f”(x) negativ, weil die
Steigung abnimmt. Anders in @), wo die Steigung des Gy zunimmt und folglich f”(x) > 0 ist.

e

/ Gy

Y

Abbildung 4.2: Grafik zur Erlauterung der 2. Ableitung.

!Zumindest ist dies aus meiner (A. Gertsch) Sicht so.
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e Wir stellen fest: Die Abnahme der Steigung entspricht einer Rechtskurve (RK) des Gy,
wahrend zur Steigungszunahme eine Linkskurve (LK) des G gehort.

N.B.: Mit den Ausdriicken Links- und Rechtskurve ist gemeint, dass man eine solche Kurve
machen miisste, wenn man von links her kommend dem G nachfahrt. Man kann sich auch
vorstellen, dass der Gy auf den Boden gezeichnet ware und ich ihn mit einem Fahrrad von
links her kommend abfahren mochte. Dann wadre man eben bei P in einer Rechtskurve und

bei @ in einer Linkskurve.

o Je enger eine Kurve des G ist, desto rascher verdndert sich dort seine Steigung. Umso grosser
muss folglich der Betrag |f”(z)| der 2. Ableitung sein. Wir sagen: Eine enge Kurve besitzt
eine grossere oder starkere Kriimmung als eine weite Kurve.

Die 2. Ableitung f”(z) ist demnach ein Mass fiir die Kriimmung eines Funktionsgraphen!

" ()|
" ()|

Die 2. Ableitung als Kriimmung eines Funktionsgraphen
Die 2. Ableitung f"(x) einer Funktion f(x) steht fiir die Kriimmung des
Graphen Gy iiber der Stelle x. Dabei gilt:
f"(x) >0
f"(x) <0

=
< Rechtskurve (RK)
gross

klein

Linkskurve (LK)

& starke Kriimmung des G
& schwache Kriimmung des G

4.3 Wendestellen und -punkte

Ein kurviger Funktionsgraph veridndert seine Steigung. Zu einer Steigungszunahme, also zu einer
Linkskurve (LK), gehdrt die mathematische Bedingung f”(x) > 0, wihrend bei einer Steigungsab-
nahme resp. Rechtskurve (RK) f”(x) < 0 sein muss.

Wechselt ein Funktionsgraph G'; in einem bestimmten Punkt von einer Links- zu einer Rechtskur-
ve oder umgekehrt, so bezeichnen wir diesen Punkt als Wendepunkt (W) und dessen z-Koordinate
als Wendestelle von f(z) (vgl. Abb 4.3). Da der Graph in diesem Punkt weder Links-, noch Rechts-
kurve ist, muss dort f”(z) = 0 sein.

N g
1 Y |
Wendepunkt §
/ i "
/ Ny ) = 0
_ N
%4 : LK
I g
1
1
1
1
: T
O >
Wendestelle

Abbildung 4.3: Das grafische Verstandnis zu Wendestelle und Wendepunkt. Im Wendepunkt findet
der Ubergang von einer Links- zu einer Rechtskurve oder umgekehrt statt.
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4.4 Analytische Unterscheidung von Horizontalpunkten

Ergibt die 1. Ableitung f’(z) den Wert Null, so weist der Gy iiber der Stelle z einen Hori-
zontalpunkt auf. Dabei wollen wir drei Qualitdten voneinander unterscheiden: Maximalpunkte
(= Hochpunkte H), Minimalpunkte (= Tiefpunkte T") und Sattelpunkte, die ab und zu auch
als Terrassenpunkte bezeichnet werden.?

Mittels der 2. Ableitung lassen sich diese Qualitdten rechnerisch — wir sagen: analytisch —
voneinander unterscheiden. Abb. 4.4 zeigt links einen Maximal- und in der Mitte einen Minimalpunkt.
Daraus wird ersichtlich, dass der Gy im Maximalpunkt eine Rechts- und im Minimalpunkt eine
Linkskurve beschreiben muss, ansonsten konnte es sich (lokal) nicht um einen hochsten resp. tiefsten
Punkt handeln. Und somit muss die 2. Ableitung an einer Maximalstelle einen negativen und an
einer Minimalstelle einen positiven Wert aufweisen. Anders beim Sattelpunkt, der gleichzeitig ein
Wendepunkt des G s ist. Der Graph wechselt dort von einer Links- in eine Rechtskurve oder umgekehrt
und somit muss an dieser Stelle die 2. Ableitung verschwinden.

y fley=0 || Tu [ f@)=0 y [ f@ =0
fa) <o ||\ [/ f'@)>0 [ f'@)=0
/ LI\ /
Maximalpunkt
xmﬁ pun LK v W
/ H; \ RK ¢ N\ T / /| Sattelpunkt
' - T g
Gy i Tl\r’[iniumlpunkt [ = Wendepunkt
! ! [RK !
. > : > s >

Abbildung 4.4: Verschiedene Qualitdten von Horizontalpunkten und ihr Zusammenhang mit der
Kriimmung des Graphen resp. mit der 2. Ableitung von f(z).

Analytische Kriterien fiir Maximal-, Minimal- und Sattelstellen

Nimmt die 1. Ableitung f'(x) einer Funktion f(x) an der Stelle x den Wert
f'(x) = 0 an, so handelt es sich bei x um eine Horizontalstelle von f(x).
Dabei unterscheiden wir drei Qualitdten, die mit dem Wert der 2. Ableitung
1" (x) in Verbindung gebracht werden:

e f(z)=0 wund f’(x)>0 = =z ist Minimalstelle von f(z)
e f(z)=0 und f’(x)<0 = =z ist Maximalstelle von f(x)
e f(z)=0 und f’(x)=0 <« x ist Sattelstelle von f(x)

Anmerkung zu den Richtungen der Folgepfeile — notwendige vs. hinreichende Bedingungen

Die Folgepfeile = und < gelten streng logisch nur in die gezeigten Richtungen.

Sind beispielsweise f’(x) = 0 und gleichzeitig f”(x) > 0, so muss z eine Minimalstelle der
Funktion f(z) sein. In die Gegenrichtung stimmt dies nicht immer! Es ist also nicht so, dass bei
jeder Minimalstelle einer Funktion automatisch sowohl f’(z) =0, als auch f”(z) = 0 sind.

Wissen wir, dass es sich bei z um eine Sattelstelle im Sinne von Abb. 4.4 handelt, so miissen
zwingend f/(x) = 0 und f”(z) sein, wahrend in die Gegenrichtung aus f’(z) = 0 und f"(x) =0
nicht immer folgen muss, dass x eine Sattelstelle von f(x) ist.

2Maximal- und Minimalpunkte fassen wir, wie bereits gesehen, unter dem Begriff Extremalpunkte zusammen.
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Diese zunachst vielleicht irritierenden Aussagen verstehen wir besser, nachdem wir zwei Beispiele
gesehen haben, an denen die Problematik klar wird (vgl. Abb. 4.5):

Beispiel 1 mit f(x) = 2: Hier ist f'(z) = 0 und f”(x) = O fiir beliebige Stellen z. Der Gy ist
eine Horizontale auf der Hohe 5. Diese ist iiberall horizontal und nirgendwo gekriimmt. Keine
Stelle x kann somit als Sattelstelle im Sinne von Abb. 4.5 angesehen werden!

Beispiel 2 mit f(x) = x* + 1: Fiir die Ableitungen erhalten wir f’(z) = 423 und 12z%. Somit
ist f/(0) = f”(0) = 0. Dennoch ist x = 0 keine Sattelstelle von f(z).
Tatsachlich ist die Stelle 2 = 0 eine Minimalstelle von f(z). Wie wir in Abb. 4.5 sehen, verlauft
der Gt horizontal durch den Tiefpunkt 7" und offenbar ist er dort dermassen flach, dass er
keine Krimmung mehr hat. In einem Punkt keine Krimmung aufzuweisen bedeutet aber eben
nicht automatisch, dass auf der einen Seite eine Links- und auf der anderen eine Rechtskurve
vorhanden sein muss.

Dieses Beispiel zeigt zudem, dass bei einer Minimalstelle = nicht automatisch f’(z) = 0 mit
f"(x) > 0 sein muss.

Beide Beispiele stehen offensichtlich fiir Spezialfdlle, mit denen wir es eher selten zu tun haben.
Man darf also sagen: In den meisten Féllen wird es so sein, dass bei einer Minimalstelle f'(z) = 0
und f”(xz) > 0 sind, oder dass f’(x) = 0 und f”(x) = 0 ein starkes Indiz dafiir ist, dass es sich bei
x um eine Sattelstelle von f(z) handelt.

”~ . 33‘; o~ . j{;
S (@)=0 und f"(x)=0 fl@)y=a'+1 \
’ fiir alle Stellen x G/
Gy
: ‘ F0) =0 D
i=e 7'(0) = 0 g
1 aber trotzdem :
xz =0 ist keine Wendestelle!
x €
0 1 2 3 4 5 6 g -2 -1 0 *

Abbildung 4.5: Beispiele von Spezialfallen bei der analytischen Einordnung von Horizontalstellen.

Notwendig vs. hinreichend

In der Mathematik unterscheiden wir zwischen notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir

das Eintreten eines bestimmten Falls.

Notwendige Bedingung: Der Fall kann nur eintreten, wenn die Bedingung erfiillt ist. Die Erfiillung
dieser Bedingung alleine reicht aber noch nicht aus um sicher zu sein, dass der Fall eintritt.

Hinreichende Bedingung: Der Fall tritt ganz sicher ein, wenn diese Bedingung erfiillt ist.

Mit diesen beiden Begriffen konnen wir nun die analytischen Kriterien fiir die Unterscheidung von
Horizontalstellen nochmals besser in Sprache fassen:

e f/(z) = 0 zusammen mit f”(x) > 0 ist eine hinreichende Bedingung dafiir, dass z eine
Minimalstelle der Funktion f(z) ist.

e f/(z) = 0 zusammen mit f”(x) < O ist eine hinreichende Bedingung dafiir, dass z eine
Maximalstelle der Funktion f(z) ist.

e f/(xz) =0 zusammen mit f”(x) = 0 ist eine notwendige Bedingung dafiir, dass x eine Sattel-
stelle der Funktion f(z) ist.
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4.5 Volistandige Kurvendiskussion bei Polynomen

Unter einer Kurvendiskussion verstehen wir die analytische Berechnung aller speziellen Punkte einer
Funktion f(z) so, wie wir das im vorangegangenen und in diesem Kapitel bereits gesehen haben.
Mit diesen Informationen ldsst sich dann der Graph der Funktion ohne weiteres und sehr prazise
skizzieren.

Friiher war das Zeichnen des Funktionsgraphen Gy natiirlich ein primares Ziel der Kurvendis-
kussion. Das ist heute ein wenig anders, da wir uns diese Graphen ja sehr rasch von GeoGebra
oder dhnlichen Apps auf Computer, Tablet oder Handy aufzeichnen lassen konnen. Dennoch ist
die Kurvendiskussion immer noch wichtig, denn sie dient uns als Ubungsfeld zum grundlegenden
Verstindnis mathematischer Funktionsanalysen. Wie lassen sich Funktionen f(z) rein rechnerisch
untersuchen, das ist fiir uns von fundamentalerem Interesse und hat nichts mit der Frage zu tun, ob
uns ein Programm den Graphen einer Funktion rasch aufzeichnen kann.

Inhalte einer vollstandigen Kurvendiskussion bei Polynomen

Die Kurvendiskussion einer Polynomfunktion f(z) = ag+ajz+asz?+...+a,x" sollte die folgenden
Punkte beinhalten:

1. Verhalten im Unendlichen (|| — oc0)?

Die hochste Potenz a,z™ bestimmt iiber das Verhalten im Aussenbereich (vgl. Abschnitt 3.2).

2. Nulistellen (NS)?

Bei welchen Stellen = schneidet der G die z-Achse?

Nullstellen? flz)=0

3. Horizontalstellen (HS)?

Uber welchen Stellen z verlduft der G horizontal und welcher Art ist die Horizontalstelle?

Horizontalstellen? f'(x) =0 = y-Hohe des Horizontalpunktes aus y = f(z)
>0 = x ist Minimalstelle

Qualitét der Horizontalstelle?  f“(z) { <0 = z ist Maximalstelle
=0 <« z ist Sattelstelle

4. Wendestellen (WS)?
Uber welchen Stellen z hat der G keine Kriimmung resp. geht von einer Links- in eine

Rechtskurve iiber oder umgekehrt?

Wendestellen? f"(x)=0 = y-Hdhe des Wendepunktes aus y = f(z)

5. Den G skizzieren!

Zum Abschluss der Kurvendiskussion tragen wir alle errechneten Informationen in ein Koordi-
natensystem ein und zeichnen den Graphen.

Bei der Losung der Gleichungen f(z) =0, f/(x) = 0 oder f”(xz) = 0 geht es stets um die Zerlegung
der linken Seite in Linearfaktoren der Form (z — a), denn wenn ein Produkt aus mehreren Faktoren
gleich Null ist, so muss mindestens einer dieser Faktoren gleich Null sein. Das ist eine der wichtigsten
algebraischen Regeln!
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Zwei wichtige Anmerkungen zur Zerlegung von Polynomen in Linearfaktoren

Wir sind den folgenden beiden Aussagen zur Faktorisierung von Polynomen schon da und dort
begegnet, aber es kann nicht schaden, sie hier nochmals separat anzufiihren:

e Ein Polynom n-ten Grades hat maximal n Nullstellen! Somit ldsst es sich auch in
maximal n Linearfaktoren zerlegen!

Gibt es tataschlich n Nullstellen (z1,...,x,), so hat die vollstindige Zerlegung die Form:

f(x):an$n+~.+a2$2+a1$+ao:an-(ﬂc—ﬂcl)-(:U—acg)-...-(ac—xn)

Die Nullstellen lassen sich in der faktorisierten Form also direkt in den Linearfaktoren ablesen.

e Ein Polynom mit ungeradem Grad hat mindestens 1 Nullstelle!

Klar: Der Gy kommt bei ungeradem Grad links oder rechts von —oo und verschwindet auf der
anderen Seite nach +o0. Irgendwo muss also die z-Achse passiert werden!

4.6 Beispiel fiir die vollstandige Kurvendiskussion eines Polynoms

Am Ende dieses Kapitels soll ein Beispiel einer Kurvendiskussion komplett vorgezeigt werden, sodass
neben den diversen Schritten, die es zu tun gibt, auch klar wird, welche zusatzlichen Fertigkeiten
und Uberlegungen hilfreich oder sogar vonnéten sind.

Unser Beispiel sei folgendes Polynom:

Beispielfunktion: flx)==2>—-a*— -+ -

Ich gehe den Punkten aus dem vorigen Abschnitt entlang durch die Kurvendiskussion. Allerdings
werden wir dabei sehen, dass wir gar nicht unbedingt linear diesem Ablauf folgen kdnnen, sondern
vor allem Schritt fiir Schritt das machen, was machbar ist.

1. Verhalten im Unendlichen (|z| — oc0)?
Der Grad des Polynoms ist ungerade und der Koeffizient der hochsten Potenz ist positiv.

= der Gf wird links aus von —oo kommen und rechts nach 400 verschwinden.

2. Nulistellen (NS)?

Die direkte Bestimmung der NS ist in unserem Beispiel zundchst schwierig bis unmdglich.
Diese Bestimmung entspricht ja einer Zerlegung des Polynoms in Linearfaktoren der Form
(x — a). Gerade dies ist aber bei Polynomen vom Grad n > 3 in der Regel nicht so einfach,
insbesondere wenn alle Potenzen von x° bis zu 2™ darin enthalten sind. Wir miissten schon
eine erste Nullstelle kennen oder gut raten.

Um einen Faktorisierungsversuch zu starten, wiirde es sich allenfalls empfehlen den Faktor i
auszuklammern, sodass die hochste Potenz den Vorfaktor 1 erhilt:

flx) = i:ﬂg—%f—;x%—g = i <x3—gx2—6x+10>
In dieser Form konnte man aufgrund der Zweierzerlegung der Zahl 10 versuchen bestimmte
Linearfaktoren auszuklammern. In Frage kimen: (x£1), (z£2), (z+5) und (z110). Wir wissen
aber im Moment nicht, ob einer dieser Faktorisierungsansatze aufgeht und 8 Varianten sind
doch ein bisschen sehr viele. In dieser Situation sollte man die NS-Suche auf spater verschieben
und schauen, ob sich aus den anderen Teilen der Kurvendiskussion allenfalls Hinweise ergeben.
Ansonsten verliert man einfach zu viel Zeit mit Probeln.
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3. Horizontalstellen (HS)?

Da unser f(x) eine kubische Funktion ist, wird sich als 1. Ableitung eine quadratische Funktion
ergeben und wir sind ganz sicher, dass wir die Gleichung f’(z) = 0 l6sen kdnnen, denn mit
quadratischen Gleichungen kennen wir uns aus. Hier kdnnen wir mittels Zweiklammeransatz
sogar ganz direkt f’(z) faktorisieren und somit zwei HS bestimmen bestimmen:

B 3 8 3. 3
f(:r:)—4ac 4:13 2—4( T 2)—4(£C+1)(£C 2)
Also: f(z) = o 1 =—1 oder 9y =2

Fiir die y-Werte der Horizontalpunkte erhalten wir:
13 3 5 27 3 5
—1 = —— = — — —_ = — (= . 2 fry 2 —_— — —_ =
f(=1) 1 5T5t3 8( 3.375) und f(2) 5 3+2 0
Damit haben wir zufillig entdeckt, dass = 2 auch eine NS von f(z) ist.

Wie steht es um die Qualitat unserer Horizontalstellen? Dazu bilden wir die 2. Ableitung und
setzen die Stellen ein:

f”(ﬂc)zgw—Z:ch—%) = f”(—l):—§<0 und f”(2):2>0
(-1,

Somit ist H %7) ein Hochpunkt und 7'(2,0) ein Tiefpunkt.
4. Wendestellen (WS)?

Wir bestimmen die 2. Ableitung und setzen sie gleich Null:

f”(x):§<9€—l> =0 o T3 =

1
2 2 2

Eigentlich hatten wir hier gar nicht unbedingt die 2. Ableitung bendtigt, denn die Graphen
kubischer Funktionen sind stets symmetrisch zu ihren Wendepunkten, sodass beide Koordina-
ten von W je das arithmetische Mittel der Koordinaten der Extrempunkte H und T sind.3
Benutzen wir diese Idee wenigstens zur Bestimmung der y-Koordinate von W':

Cymtyr  HF 4027

=2 (=1
5 5 Tg (= 1.6875)

2b. fehlende Nullstellen bestimmen

Mittlerweile haben wir — eher per Zufall — herausgefunden, dass x = 2 eine NS von f(x) ist.
Dieses Wissen kénnen wir nun ausnutzen, um f(x) zu faktorisieren und so weitere Nullstellen
zu bestimmen. Wir klammern also einen Faktor (z — 2) aus f(z) aus. Dies geht tatsachlich
auf und wir erhalten:

f(x):z<x3—gx2—6x—|—10> :i(x—m <x2+%x—5>

Die NS der quadratischen Funktion in der hinteren Klammer bestimmen wir unter Ausnutzung
der Mitternachtsformel (MNF):

1 1 1 81
—b:l:\/b2—4ac__§i Z+20__§i Z_—%:I:%
2a - 2 - 2 2

Tyy5 =

Somit gibt es nur eine weitere NS, namlich z5 = —%. x4 = 2 ist ja bereits eine NS. Spater

werden wir in dieser Situation x = 2 als eine doppelte Nullstelle bezeichnen.

3Auch der Betrag der Kriimmungen in den Extrempunkten H und T ist identisch, wie wir ja bereits rechnerisch
herausgefunden haben |f”(zu)| = 2 = |f"(21)|.
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Jetzt konnen wir f(x) tatsachlich vollstiandig faktorisiert notieren:

f(x)

5. Den G skizzieren!

1, 3, 3 5
R

1

4

(z —2) <x+g>

Ich stelle nochmals alle Informationen zum Graphen von f(x) zusammen:

Diese Informationen trage ich in ein z-y-Koordinatensystem ein (siehe links in Abb. 4.6) und
es wird sofort ersichtlich, wie der Graph verlaufen muss. In diesem Beispiel mit einer kubischen

Funktion gibt es wirklich keine Fragezeichen mehr!

Gy kommt links von —oo und geht rechts nach +oc.
G beriihrt oder durchquert die z-Achse bei z = —2 und z = 2 (NS).
Gy hat einen Hochpunkt bei H(—1, %) ~ (—1,3.4) und einen Tiefpunkt bei 7'(2,0).
Der Wendepunkt des G sitzt bei W (3, 2£) ~ (0.5, 1.7).

Ohne es berechnet zu haben, wissen wir, dass der Gy die y-Achse bei % schneidet, denn
das konstante Glied hat diesen Wert und alle anderen Glieder verschwinden fiir z = 0.

Auf zwei Aspekte mochte ich bei dieser Gelegenheit noch explizit hinweisen:

— Die Graphen kubischer Funktionen sind wirklich stets punktsymmetrisch zu ihrem
einen Wendepunkt.

— Die Nullstelle bei x = 2 ist ja gleichzeitig ein Tiefpunkt. D.h., der Funktionsgraph beriihrt

dort die z-Achse, im Gegensatz zu x = —3, wie der Gy die x-Achse wirklich durchsticht.
Dieses Beriihren hat direkt damit zu tun, dass in der Faktorisierung von f(z) der Linear-

faktor (z — 2) quadratisch auftaucht, also doppelt enthalten ist. z = 2 ist eine doppelte

Nullstelle.

Wir merken uns: Bei doppelten Nullstellen beriihrt der Gy die x-Achse!

5

Diese Aussage werden spater natiirlich noch beweisen.

27 y 27 y
H(-1,% ) I H(-1,% )/JA
4 3 . / \3 . /
2D / \ () /
0 —) / \ (0 —) /
oY / Y e
( 2 / ( 2 Gy
2 127 / 2|\ 127
W(—.—) / \ W(—.—)
°"\2 16 / & \2 16
1 1 1 \\\\
5 e=15] }
T 4 z T2 N/
3 2 1 ) 1 2 3 4 s | &2 1 ) 1 2
T(2,0) T(2,0)
—3- g -1

Abbildung 4.6: Beispiel zum Skizzieren eines Graphen nach einer Kurvendiskussion.
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Kapitel 5

Funktionsbestimmung mit Polynomen

Bis jetzt haben wir Polynome auf spezielle Punkte, auf das Verhalten im Unendlichen und manchmal
auf Symmetrien untersucht. In diesem Kapitel geht es nun um die Gegenrichtung: Wenn wir bestimm-
te Eigenschaften einer Funktion kennen, wollen wir daraus auf die Funktionsgleichung schliessen!
In der Praxis steht man oftmals vor der Situation, die Funktion, welche einen bestimmten Zu-
sammenhang beschreiben soll, zundchst nicht genau zu kennen. Kommt hinzu, dass sich z.B. in
der Physik viele Vorgédnge nicht kontinuierlich aufzeichnen lassen. Man verfiigt nur iiber “punktuelle
Angaben”. So sucht man nach der Gleichung einer (mdglichst einfachen) Funktion, von welcher nur
bestimmte Bedingungen bekannt sind. Solche Bedingungen sind zum Beispiel Punkte, durch die der
Graph der Funktion verlduft, oder Steigungs- oder Kriimmungsverhalten an bestimmten Stellen.

5.1 Anzahl Bedingungen und Funktionsansatz

Je mehr Bedingungen an eine Funktion gestellt werden, umso komplizierter diirfte ihre Funktions-
gleichung ausfallen. Wie viele Bedingungen kann denn ein Polynomen f(z) vom Grad n maximal
erfiillen? Uberlegen wir:

e Eine Gerade (= Graph eines Polynoms 1. Grades resp. einer linearen Funktion) wird durch
zwei Punkte eindeutig festgelegt. Ihre Funktionsgleichung lautet f(z) = mx + ¢, beinhaltet
also zwei Parameter. Zur Festlegung von m und ¢ brauchen somit zwei Informationen oder
Bedingungen, die uns je eine Gleichung liefern. Weitere Beedingung kdnnen dann nicht mehr
(resp. nur zufillig) erfiillt werden, weil die Gerade bereits vollstindig definiert ist.

e Zur Festlegung eine Parabel (= Graph eines Polynoms 2. Grades resp. einer quadratischen
Funktion) sind drei Bedingungen oder entsprechende Informationen nétig, da im Funktions-
ansatz f(z) = ax? + bx + ¢ drei Parameter zu bestimmen sind. Mehr als drei Bedingungen
kann eine quadratische Funktion in der Regel nicht erfiillen.

e Die kubische Funktion f(z) = az® + bx? + cx + d (= Polynom 3. Grades) beinhaltet vier
Parameter und es werden folglich vier Bedingungen bendtigt, um eine solche Funktion eindeutig
festzulegen — und nicht mehr!

e Allgemein werden zur eindeutigen Bestimmung eines Polynoms n-ten Grades genau n+1 In-
formationen bendtigt, denn die Funktionsgleichung besitzt n+1 Parameter. Mehr Bedingungen
konnen nicht erfiillt werden, weniger legen die Funktion noch nicht eindeutig fest.

In der Konsequenz bedeutet dies:

Soll eine Polynomfunktion n Bedingungen erfiillen, so sollte
der Funktionsansatz ein Polynom vom Grad n — 1 sein.
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5.2 Funktionsbestimmung an einem Beispiel

Aufgabenstellung: Eine Polynomfunktion hat iiber der Stelle z = 2 einen Wendepunkt mit der
Wendetangente t(x) = —3z + 6. Ihr Graph verlduft zudem durch P(0,—2). Wie lautet die
einfachst mogliche Funktionsgleichung?

Losung: Aus dem Aufgabentext lesen wir folgende vier Informationen heraus:

i. Die Stelle z = 2 ist eine Wendestelle, die zweite Ableitung der gesuchten Funktion ist
dort also gleich Null: f”(2) = 0.

ii. Die Steigung der Wendetangente (m; = —3) entspricht der Steigung des Graphen im
Wendepunkt. D.h., wir kennen den Wert der 1. Ableitung an der Wendestelle: f'(2) = —3.

iii. Der Wendepunkt liegt sowohl auf dem Funktionsgraphen, als auch auf der Wendetangen-
te. Wenn wir also den z-Wert des Wendepunktes in die Tangentengleichung einsetzen,
erhalten wir seinen y-Wert: ¢(2) = -3-2+6=0 = f(2)=0.

iv. Aus dem anderen vorgegebenen Punkt P(0,—2) folgt zudem: f(0) = —2.
Damit haben wir dem Text vier mathematische Bedinungen fiir die gesuchte Funktion entnom-

men. Wir schliessen daraus, dass ein eindeutiges Polynom 3. Grades (enthélt vier Parameter)
diese Bedingungen erfiillt, und setzen an:

f(z) =az® 4+ b2’ + cx +d mit f'(x) = 3az® + 2bx + ¢ und f"(z) = 6azx + 2b

Wir notieren die vier Bedingungen von oben als Gleichungssystem und benutzen den Funkti-
onsansatz inkl. Ansatze fiir die Ableitungen, um vier lineare Gleichungen fiir die Parameter a,
b, ¢ und d zu erhalten:

F2) =0 12a + 2b - 0] ®
12 =-3 N 12a +4b +c =-3|0
f(2) =0 8a +4b+2c +d= 0| ®
£(0) = —2 d=-2| @

Ein solches lineares 4x4-Gleichungssystem (4 Gleichungen & 4 Unbekannte) hat im Allge-
meinen genau eine Ldsung. Wir erhalten sie durch Anwendung diverser Verfahren, wobei das
Additionsverfahren als “immer funktionierend” hervorgehoben werden muss. Schritt fiir Schritt
reduzieren wir die Anzahl Gleichungen, wobei wir darauf achten, dass bei jeder Verarbeitung
zweier Gleichungen iiberall derselbe Parameter herausfillt. Im obigen Fall bedeutet dies:

12a +2b = 0] @
@—-®: 8Ba+4b+2c=2 = 12a +4b +c= -3 | @
8a +4b +2c= 2| ®

@
®

12 +2b= O

2.@—®: 16a+4b=-8 < 8a-+2b=—4
@t @t 8a +2b = —4

@-®: 4a=4 & a=1 = 84+2b=—-4 & b=-6

= 8-24+2c=2 & =9 = flz) =2 —62% +92 —2

Bei der Funktionsbestimmung geht es also um das Ablesen von Bedingungen aus einem Aufgaben-
text. Sobald diese korrekt und vollstindig in mathematische Gleichungen fiir die Funktionsparameter

ibersetzt sind, besteht der Rest der Aufgabe “nur” noch aus der Auflésung eines linearen Glei-
chungssystems.
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5.3 Katalog verschiedener Bedingungen fiir ein Polynom

Typische Formulierung:
Die Funktion f(x) ...

daraus folgende Gleichung

.. geht durch den Punkt P(a,b).
..schneidet die z-Achse bei z = a.
.. hat eine Extremalstelle bei z = a.

..hat in H(a,b) einen Hochpunkt.

..hat in T'(a,b) einen Tiefpunkt.

.. hat bei x = a die Steigung m.

.. hat bei x = a eine Tangente, die parallel
ist zur Gerade g(x) = mx + q.

.. beriihrt bei x = a die x-Achse.

.. hat bei x = a eine Wendestelle.

.. hat in W (a,b) einen Wendepunkt.

.. hat bei x = a die Wendetangente
g(x) =max +q.

.. hat bei x = a eine Terrassen-
resp. Sattelstelle.

..hat in SP(a,b) eine Sattel-,
resp. Terrassenpunkt.

f(a) =b Punkt einsetzen

f(a) =0 Nullstelle von f(x)
f'(a) =0
f(a) =bund f(a) =0

Punkt einsetzen und horizontale Tangente

f(a)=bund f'(a) =0

Punkt einsetzen und horizontale Tangente

horizontale Tangente

f'(a) =m  Tangentensteigung m

f'(a) =m

Geradensteigung ist Tangentensteigung

f(a)=0und f'(a) =0

horizontale Tangente auf der z-Achse
f"(a) =0 Kriterium fiir Wendestelle

f(a) =bund f”(a) =0 Punkt einsetzen
und Kriterium fiir Wendestelle

#"(a) = 0 und f'(a) = m und f(a) = g(a)
alle Angaben zum Wendepunkt
f'(a)=0und f"(a) =0

Wendepunkt mit horizontaler Tangente
f(a)=bund f'(a) =0und f"(a) =0
alle Angaben zum Sattelpunkt
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5.4 Symmetrien verandern den Funktionsansatz

Wird vom Graphen einer Polynomfunktion zusatzlich zu den iibrigen Bedingungen verlangt, dass er
eine Achsenymmetrie zur y-Achse oder eine Punktsymmetrie zum Ursprung (0, 0) aufweist,
so verandert sich dadurch der Funktionsansatz:

Achsensymmetrie zur y-Achse erfordert: f(—x) = f(x)

Diese Eigenschaft wird nur von den geraden Potenzen erfiillt: (—x)? = 22, (—2)* = 24,
(—2)% = 25, etc. Also diirfen im Ansatz nur gerade Potenzen von x vorkommen.

Bei z.B. drei Bedingungen ist somit ein Polynom 4. Grades ansetzen: f(z) = az* + b2’ + c.

Die Potenz des Parameters ¢ ist auch gerade: ¢ = cz.

Punktsymmetrie zum Ursprung (0, 0) erfordert: f(—x) = —f(x)

Diese Eigenschaft wird nur von ungeraden Potenzen erfiillt: (—z)! = —a!, (—2)3 = —a3,
(—x)% = —2°, etc. Also diirfen im Ansatz nur ungerade Potenzen von x vorkommen.

Bei vier Bedingungen ist z.B. ein Polynom 7. Grades anzusetzen: f(z) = ax” +ba® 4 ca? +du.

5.5 Rezept zur Funktionsbestimmung bei Polynomen

Halten wir nochmals fest, wie der allgemeine Ablauf bei der Bestimmung einer Polynomfunktion aus
verschiedenen Bedingungen aussieht:

Vier Schritte zur Bestimmung eines moglichst einfachen Polynoms
1. Formulieren der Bedingungen mit Hilfe von f(x), f'(z), f"(z).

2. Bein Bedingungen ist eine Polynomfunktion vom Grad n — 1 anzusetzen.

Ausnahme: Zusitzlich verlangte Symmetrie!

3. Aufstellen des Gleichungssystems fiir die zu bestimmenden Funktions-
parameter unter Verwendung des Funktionsansatzes.

4. Lésen des Gleichungssystems & Angabe der gefundenen Funktion.

Die Grundform dieses Rezeptes — 1. Bedingungen formulieren, 2. Funktion ansetzen, 3. Glei-
chungssystem fiir die Funktionsparameter ansetzen, 4. System l6sen und Resultat notieren — bleibt
auch spater bei der Betrachtung anderer Funktionstypen dieselbe. Die Wahl des Funktionsansatzes
variiert natiirlich und es kénnen weitere Bedingungen hinzukommen. Stets gilt dabei: Die Anzahl
Bedingungen sollte der Anzahl festzulegender Parameter entsprechen!
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5.6 Noch ein Beispiel: Vorgegebener Grad des Polynoms

Aufgabenstellung: Gesucht ist eine kubische Funktion f(x), deren Graph G symmetrisch zum

Ursprung ist. Zudem verlauft G durch A(2, —2) und hat iiber der Stelle = 1 eine horizontale
Tangente.

Losung: Wir befolgen Schritt fiir Schritt das Rezept aus Abschnitt 5.5:

1. Wir formulieren die an f(z) gestellten Bedingungen mittels Gleichungen fiir die Funktion
und ihre Ableitungen:
e Der G verlaufe durch A(2,-2) = f(2) = —2.
e Der G habe iiber der Stelle z = 1 eine horizontale Tangente = f/(1) = 0.

2. Wir wissen bereits, dass es sich um eine kubische Funktion handeln soll. Der allgemeine
Funktionsansatz dafiir lautet:

f(@) =az® +b2® +cx +d
Allerdings soll unser Gy punktsymmetrisch zum Ursprung sein. Somit darf f(x) nur
ungerade Potenzen von x enthalten. Die Koeffizienten der geraden Potenzen miissen
somit gleich 0 sein. Wir setzen f(x) daher neu an:
f(z) = az® + bx mit f'(x) = 3az® +b und f"(z) = 6ax

3. Nun ergeben die beiden Bedingungen oben ein lineares Gleichungssystem fiir a und b:

‘ f(2) =2
Fy=o0

8a +2b= -2
3a+b=0

da+b=-1
3a+b=0

@
@

4. Dieses Gleichungssystem [6st sich im Nu und wir erhalten fiir die gesuchte Funktion:

©®-®@: a=-1 = n®: -3+b=0 <& b=3
= f(ac):—:v3+3x

Lésung begutachten: In Abb. 5.1 findet sich der Graph der gefundenen Funktion f(z). Daran
konnen wir jeweils rasch iiberpriifen, ob er alle Bedingungen erfiillt.

<b.ﬁ‘sr-““("’—
i
o
Q
1A
~__

~—

\H N S |

—
e N

=

—

Abbildung 5.1: Der Graph Gy zur gefundenen Funktion. Er erfiillt alle geforderten Bedingungen.
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5.7 Und noch eins: Grad unbekannt und mehr Bedingungen

Aufgabenstellung: Gesucht ist die Polynomfunktion f(x) mit moglichst niedrigem Grad, deren
Graph Gy in P(0,1) einen Extremal- und in W (1, —2) einen Wendepunkt hat, und der bei
x = —1 die x-Achse schneidet.

L6sung: Auch hier befolgen wir das Rezept aus Abschnitt 5.5:

1. e Der Gy habe im Punkt P(0,1) ein Extremum = f(0) =1 und f’(0) = 0.
e Der G habe in Q(1,—2) einen Wendepunkt = f(1) = —2 und f"(1) = 0.
e Der Gt schneide die z-Achse bei x = —1 = f(—1) = 0.

2. Zur Erfiillung von fiinf Bedingungen bendtigen wir ein Polynom 4. Grades:

f(x)=az* + ba® + ca® +dox+e mit f'(2) = 4ax® + 3bx® + 2ca + d
und  f(x) = 12az? + 6bx + 2c¢

3. Aus den Bedingungen folgt das lineare Gleichungssystem fiir a, b, ¢ und d:

f(0)=1 e=1
f0)=0 d=0
f()y=-2 = a+bt+c+d+e=-2
1)y =0 12a +6b+2c =0
f(=1)=0 a—b+c—d+e=0

4. Die ersten beiden Gleichungen legen direkt je den Wert eines Parameters fest. Bauen wir
diese Werte in die anderen Gleichungen ein, so folgt:

a+b+c+1=-2 at+b+ec=-3] @

& 12a +6b+2c=0 paN 6a+3b+c=0| @

a—b+c+1=0 a—b+c=-11] ®
a—1+c=-3

6a—34+c=0

= G-®: ba=5 & a=1

f@)=at+ 2% {322 41 \ /

Abbildung 5.2: Auch im zweiten Beispiel erfiillt der Gy die geforderten Bedingungen.
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Kapitel 6

Ableitungen weiterer Funktionen

6.1 Ein Katalog weiterer Funktionsableitungen

Bisher haben wir uns in der Differentialrechnung vor allem fiir Polynome interessiert. Dabei haben
wir gelernt, wie man Nullstellen, Maxima, Minima, Sattelpunkte, Wendepunkte und Tangenten an
eine Funktion bestimmt. Unter anderem mussten wir dafiir die Bedeutungen von 1. und 2. Ableitung
kennen und dieses Wissen konsequent anwenden.

Diese ganzen analytische Untersuchungen lassen sich aber nicht nur auf Polynome, sondern
auf alle Arten von Funktionen anwenden. Allerdings kennen wir die Ableitungen der verschiedenen
Funktionstypen noch nicht. Bei Potenzfunktionen haben wir gelernt, dass [z"] = n - 2"~ !. Nun
bendtigen wir auch Ableitungsvorschriften fiir sinz, a”, Inx, etc. Hier folgt ein Katalog der fiir uns
relevanten Ableitungen. In den nachfolgenden Abschnitten werden einige davon naher diskutiert.

Die folgenden Ableitungen wollen wir stets auswendig prisent haben!!

Potenzfunktion: ") =n- 2"t
17 1
Kehrwertfunktion: —} =—-=
x x
Wurzelfunktion: [\/5], b
2\/x
Exponentialfunktion zur Basis e: [e"] = e”
Allgemeine Exponentialfunktion: [a*] =a® Ina
1
Logartihmus naturalis: ] = —
x
- . - , 1
Allgemeine Logarithmusfunktion: [log, x| =
z-lna
Sinusfunktion: [sinz]" = cosx
Cosinusfunktion: [cosz] = —sinz
1
Tangensfunktion: [tan 2] = —
cos? x

Im Prinzip missten wir diese neuen Ableitungen mit der Ableitungsdefinition (1.4) herleiten. Diese
Herleitungen erfordern da und dort allerdings Kenntnisse, die wir noch nicht besitzen. Deshalb soll
es an dieser Stelle nur darum gehen, diese neuen Ableitungen kennenzulernen und anzuwenden.

!Bei den Logarithmen verzichten wir ab diesem Moment auf die Klammern, ausser sie sind notwendig zur Verhin-
derung eines Verstandnisfehlers. Wir schreiben nun also log, x anstatt log,(x), weil ja klar ist, was gemeint ist.
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6.2 Zu den Ableitungen von Bruch- und Wurzelfunktionen

Wir hatten bereits am Ende von Kapitel 2 festgehalten, dass sich Briiche und Wurzeln auch als
Potenzen von x schreiben lassen. Die Potenzregel [2"]" = n - 2! erlaubt uns daher auch Bruch-
und Wurzelfunktionen abzuleiten, so z.B.:

1 -1 / —2 1
= — = = _1 . —_
fe) =t = P@=(nat=-d
)= h=e? = J@=(2a= 2
x? x3
h(x)—ﬂ—x% = h/(ac)—l-afé—L
T 2 PN
1 3 , 3 1 3
i(r) =xyz =12 22 =12 = z(x):i-gmziﬁ
1 1 y 1 _3 1
i =g=er = =g =
1 2 1
k = Jr = 5 k‘/ =-r 3 =—
(x) = Jx =23 = (x) 3 % ° ST

Im Prinzip kdnnen wir also jede beliebige Bruch- oder Wurzelfunktion mittels Potenzregel ableiten.
Dass [1] = —Z; und [z] = ﬁ sind, wollen wir uns aber dennoch auswendig merken! Diese
beiden Ableitungen kommen dermassen haufig vor, dass wir uns die Geschichte nicht jedesmal neu

tiberlegen wollen.

6.3 Zur Ableitung von Exponentialfunktionen

Die Exponentialfunktion a” hat die Ableitung [a®]" = a” -In a mit dem Spezialfall [¢*]’ = e¢”. Dabei
ist a eine positive, reelle Basis, a € R* und e steht fiir die Euler’sche Zahl (e =~ 2.718).

Die Exponentialfunktion a” hat offenbar die Eigenschaft, dass ihre Ableitung bis auf den zusatz-
lichen Faktor Ina wieder a® selber ist: [a®] = a” - Ina.

Zur Erinnerung: Ina steht fiir den Logarithmus naturalis von a. Der In a ist der Logarithmus zur
Basis e von a und somit die Antwort auf die Frage: “e hoch wie viel ergibt a?”. z = Ina ist
also die Losung der zugehorigen Exponentialgleichung e* = a:

e =a & x=log,a=:lna

Da Ine = 1 ist (“e hoch wie viel ergibt €?"), ist die Ableitung von e* immer noch gleich e*. Die
Funktion e® bleibt somit beim Ableiten unverandert. Das ist ziemlich bemerkenswert! Es bedeutet,
dass der Funktionswert e an jeder Stelle  auch gerade angibt, wie steil der Funktionsgraph iiber
dieser Stelle = verlauft (vgl. Abb. 6.1).

Hier erhalten wir ein weiteres Mal eine Ahnung, weshalb der Euler'schen Zahl e in der Mathematik
eine besondere Bedeutung zukommt.

Achtung! Exponentialfunktionen a® heissen so, weil die Variable x im Exponenten steht. Gerade
beim Ableiten wird das aber gerne vergessen resp. iibersehen, weil eine Exponentialfunktion a®
ja auch wie eine Potenz aussieht. So habe ich als Mathematiklehrer leider allzu oft Ableitungen
wie [5%] = z - 5*~! gesehen. Das ist grundlegend falsch, weil 5% eben eine Exponential- und
nicht etwa eine Potenzfunktion ist.

Gewodhnen wir uns also an, die Funktion im Geiste immer rasch mit dem richtigen
Namen zu versehen, dann sollte es gut gehen.
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. . 1
t mit Steigung m; = e?

Uber der Stelle z = %

e2 ... betragt der Funktionswert el = Ve

...und die Tangentensteigung m, = e? = Ve

Abbildung 6.1: Die Spezialitdt der Exponentialfunktion e”: Die Ableitung ist gleich der Funktion
selber. D.h., iiber jeder Stelle z ist der Funktionswert genau gleich gross wie die Tangentensteigung.

6.4 Zur Ableitung der Logarithmusfunktion

log, © bezeichnet den Logarithmus zur Basis a von x. Er ist, wie im vorigen Abschnitt bereits
erldutert, per Definition die Antwort auf die Frage “a hoch wie viel ergibt 7" Folglich lassen sich
Logarithmen nur auf positive Stellen 2 anwenden (z € R™), denn auf die Frage “5 hoch wie viel
ergibt —37" gibt es beispielsweise keine sinnvolle Antwort.

Offenbar ist die Ableitung [log, x]' = x_llna proportional zum Kehrwert % Sie nimmt also fiir
grosser werdendes x ab. Das kdnnen wir anhand von Abb. 6.2 gut nachvollziehen, wo als Beispiel
logy x gezeigt wird: Uber einer Stelle z verliuft der Logarithmusgraph umso flacher, je grosser
wird. Die Tangentensteigung wird mit zunehmendem x geringer. Umgekehrt schmiegt sich der Graph

fir z — 0 an die y-Achse an, sodass die Ableitung ins Unendliche geht.

Abbildung 6.2: Der Graph von log, x: Wie die Graphen aller Logarithmen wird er fiir z — 0 unendlich
steil und fiir x — oo immer flacher.
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Auch bei der Ableitung des Logarithmus nimmt die Basis e resp. der Logarithmus naturalis
Inz := log, x eine Sonderstellung ein. Der Faktor Ina im Nenner der Ableitung verschwindet, weil
Ine = 1 ist. Deshalb gilt: [Inz]’ = 1.

Anmerkung: Wie wir nun gesehen resp. wieder in Erinnerung gerufen bekommen haben, sind die
Graphen von Exponentialfunktionen a® und Logarithmusfunktionen log, « nirgendwo horizontal — sie
werden zwar immer flacher, aber die Steigung erreicht nirgendwo den Wert 0. Demzufolge besitzen
die zugehdrigen Ableitungsfunktionen a” - Ina und ﬁ keine Nullstellen!

6.5 Zur Ableitung der Sinus- und der Cosinusfunktion

Bogenmass! Um mit den trigonometrischen Funktionen wirklich sinnvoll Differentialrechnung zu
betreiben, sind wir auf das Bogenmass angewiesen. Damit sind Winkelfunktionen, wie alle
anderen von uns betrachteten Funktionen auch, Abbildungen von R auf R (f : R — R). Wir
setzen eine reelle Zahl in die Funktionen ein — und nicht etwa ein Winkel im Gradmass — und
erhalten als Funktionswerte auch wieder eine reelle Zahl.

Herleitungen der Ableitungen von Sinus- und Cosinusfunktion
Die Additionstheoreme fiir die Sinus- und die Cosinusfunktion lauten:
sin(x 4+ y) = sinx cosy + cos zsiny und cos(z + y) = cosz cosy — sinzsiny

Dank dieser Additionstheoreme sind wir in der Lage, die Ableitungen von sinx und cos x aus der
Ableitungsdefinition 1.4 herzuleiten. Hier zunachst die Herleitung der Ableitung von sin x:

. , . sin(z + h) —sinx . sinxzcosh+coszsinh —sinx
[sinz]" = lim = lim
h—0 h h—0 h
sinz(cosh — 1) + coszsinh ) . cosh—1 . sinh
= lim =sinz - lim ——— +coszx - lim
h—0 h h—0 h h—0 h

Nun geht cosh fiir h — 0 so rasch gegen 1 (vgl. Graph der Cosinusfunktion), dass die Differenz
cos h — 1 viel starker gegen Null geht als h selber. Daraus folgt: limy_.g % = 0. Der erste der
beiden Grenzwerte oben ergibt also 0.

Weiter gilt fiir h — 0 im Bogenmass, dass sinh und h selber immer mehr zusammenfallen,
also denselben Wert haben. Das bedeutet: limy_,q Si‘,;h = 1. Somit folgt fiir die Ableitung der
Sinusfunktion insgesamt:

cosh —1 . sinh .
——— 4 cosz-lim —— =sinz-0+cosxz-1=coszx
h h—0

h

[sinz] = sinx - lim
h—0

Die Ableitung der Sinusfunktion ist also gerade die Cosinusfunktion.
Fiir die Ableitung der Cosinusfunktion ergibt sich in dhnlicher Weise:

, . cos(x+h)—cosz . cosxcosh —sinxsinh — coszx
[cosz]’ = lim = lim
h—0 h h—0 h
. cosz(cosh —1) —sinzsinh . cosh—1 ) . sinh
= lim =cosz - lim ———— —sinx - lim
h—0 h h—0 h h—0 h
=coszr-0—sinx-1=—sinx

Sinus- und Cosinusfunktion gehen beim Ableiten also ineinander {iber — bei der Ableitung von cos z
allerdings mit einem negativen Vorzeichen.
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Betrachtung der Graphen bei der Ableitung der Sinusfunktion

An jeder Stelle z ist die Steigung von sinxz gegeben durch cosz. In Abb. 6.3 sind die Graphen
von Sinus und Cosinus untereinander dargestellt und wir sehen, dass das grafische Ableiten bestens
funktioniert und aus der Sinusfunktion eben eine Cosinusfunktion zu folgen hat.
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[sinz]) = cosx

Abbildung 6.3: Die Ableitung der Sinusfunktion ist die Cosinusfunktion. Die Horizontalstellen der
Sinusfunktion ergeben die Nullstellen der Cosinusfunktion und beim Durchgang durch die z-Achse
(Wendepunkte!) wird jeweils die maximale Steigung 1 resp. —1 erreicht.

6.6 Die Ableitung der Tangensfunktion

Bei der Tangensfunktion wollen wir uns lediglich anhand Abb. 6.4 plausibel machen, dass die Ablei-
tung durch [tanz] = ﬁ gegeben ist. Auf eine Herleitung verzichten wir an dieser Stelle. Immer
bei den Polstellen verschwinden die Ableitungen ins positiv Unendliche. Der minimale Steigungsbe-
trag 1 liegt jeweils beim Durchgang durch die z-Achse vor, wo ein Wendepunkt vorliegt.

gl DI IR [ S——

Abbildung 6.4: Die grafische Ableitung von tan z.
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Kapitel 7

Produkt-, Quotienten- und Kettenregel

Bisher haben wir uns darauf beschrankt Funktionen via Addition oder Subtraktion miteinander zu
verbinden. Genauso gut kdnnen wir Funktionen aber auch miteinander multiplizieren, eine Funktion
durch eine andere teilen oder sie ineinander verschachteln resp. sie miteinander verketten.

Hier drei Beispiele mit den beiden Funktionen u(z) = sin und v(z) = 1 z*:

1
Multiplikation (Produkt): f(x) =u(z) v(x) =sinx - 6 z?

Division (Quotient): g(x) = =

1
Verschachtelung/Verkettung:  h(x) = u(v(z)) = sin (— w2>

Die Funktionen f(x), g(x) und h(x) zeigen neue Eigenschaften, die sicherlich mit den Eigenschaften
von u(z) und v(x) zusammenhangen. Selbstverstandlich wollen wir auch f(x), g(z) und h(x) unter
Verwendung der Ableitung analysieren konnen. Dazu bendtigen wir Regeln, die erlautern, wie die
Ableitung eines Funktionenprodukts f(x), eines Funktionenquotienten g(z) oder einer Funktionen-
verkettung h(x) auf die Ableitungen der darin enthaltenen Funktionen w(z) und v(x) zuriickgefiihrt
werden kann. Diese drei Regeln heissen sinngemass Produkt-, Quotienten- und Kettenregel. Wir
werden sie in den folgenden drei Abschnitten kennen- und anwenden lernen.

7.1 Die Produktregel

Zuniachst stelle ich die Regel zur Ableitung eines Produktes zweier Funktionen vor:

Die Produktregel zur Ableitung miteinander multiplizierter Funktionen
Es sei f(z) = u(z) - v(z). Dabei seien u(x) und v(x) zwei ableitbare Funktionen.

Dann gilt fiir die Ableitung der Funktion f(x):

fl(@) = u/(z) - v(z) + u(z) - v'(z)

Diesen Zusammenhang bezeichnen wir als die Produktregel.
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Anmerkungen zur Produktregel

Herleitungen?! Im Prinzip miissten wir diese Produktregel, wie nachher auch die Quotienten und
die Kettenregel mit Hilfe der Ableitungsdefinition (1.4) beweisen. Das ist zwar nicht so be-
sonders kompliziert, trdgt im Moment aber kaum etwas zu unserem tieferen Verstandnis bei.
Deshalb verzichten wir an dieser Stelle auf diese Herleitungen.®

Symmetrie: Es sollte nicht verwundern, dass die Produktregel symmetrisch beziiglich der beiden
Funktionen u(x) und v(x) ist. Die Multiplikation ist ja eine kommutative, also eine vertausch-
bare Operation: f(z) = u(z) - v(z) = v(x) - u(x) (fir alle Werte von z).

Beide Teilfunktionen miissen somit in f’(x) in gleicher Weise vorkommen. Das trifft zu, denn
es ist: f/(z) = d/(z) - v(x) +u(z) - v'(z) =0 (z) - u(x) +v(z) -/ (z).

Beispiel: Zur Veranschaulichung der Produktregel betrachten wir f(z) = sinx - %xQ.

Die Ableitungen der Teilfunktion u(z) = sinz und v(z) = £2? lauten v/(z) = cosz und
V'(z) = %CE Somit folgt fiir die Ableitung von f(x) geméass Produktregel:

1 .
x = 6w(wcosx+251nx)

Wl

f(z) = (x) - v(x) +u(x) - v'(z) = cosx - éxQ +sinz -

7.2 Die Quotientenregel

Auch hier starten wir mit der Deklaration der neuen Regel:

Die Quotientenregel zur Ableitung eines Bruchs zweier Funktionen
Es sei f(x) = % Dabei seien u(x) und v(x) zwei ableitbare Funktionen.

Dann gilt fiir die Ableitung der Funktion f(x):

u'(x) - v(x) — u(z) - v'(x)

f’(l‘) = 1)2(.%')

Diesen Zusammenhang merken wir uns unter dem Namen Quotientenregel.

Anmerkungen zur Quotientenregel

Keine Symmetrie! Die Quotientenregel ist nicht symmetrisch beziiglich w(x) und v(x). Schiesslich
v(z

ist die Division nicht kommutativ: £ # 2, also: f(z) = Z((g # uir (fiir praktisch alle z).

Beispiel: Auch hier betrachten wir das Beispiel vom Anfang des Kapitels: g(z) = 5.2

1l..2"
61‘

Nach wie vor sind u(z) = sinz mit v/(z) = cosz und v(z) = & 2® mit v/(z) = £ 2. Gemiss

Quotientenregel erhalten wir fiir die Ableitung:

(@) W (x) - v(z) —u(z) - (z) cosx-Fa—sinz-ga
g\x)= 2 = T o2
Vi) (52°)
_ gax(zcosz—2sinz)  6(xcosw — 2sinw)
o 3_16954 - 3

Beachte! Unter v?(z) verstehen wir stets v?(z) := (v(m))2 Im Beispiel: sin? 2z = (sinx)?.

Wir machen aus diesen Herleitungen eine Ubungsaufgabe.
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7.3 Die Kettenregel

Die Kettenregel zur Ableitung zweier ineinander verschachtelter Funktionen
Es sei f(z) = u(v(z)). Dabei seien u(z) und v(x) zwei ableitbare Funktionen.

Dann gilt fiir die Ableitung der Funktion f(x):
fl(z) = ' (v(z)) - v'(2)

Dies ist die Kettenregel fiir die Ableitung zweier miteinander verkniipfter Funktionen.

Anmerkungen zur Kettenregel

Aussere und innere Funktion resp. Ableitung: In der Funktionsdefinition f(z) = u(v(x)) wird
die Funktion v(z) in die Funktion u(v) eingesetzt. Deshalb bezeichnet man die Funktion v(x)
als innere und die Funktion u(v) als dussere Funktion von f(z).

Als Folge davon sprechen wir auch von der inneren Ableitung v'(x) und von der dusseren
Ableitung ' (v). Die Kettenregel ldsst sich mit diesen Ausdriicken simpel in Worte fassen:

Die Ableitung einer verschachtelten Funktionen ist das
Produkt aus ausserer und innerer Ableitung.

Beispiele: Die Kettenregel ist in ihrer Anwendung erfahrungsgemaiss etwas gewdhnungsbediirftig.
Nach einigen Beispielen weiss man aber, “wie's geht”. Deshalb hier gleich drei Beispiele:

1. Zunichst das Einfiihrungsbeispiel vom Kapitelanfang: f(x) = sin (% acQ). Darin sind:

Aussere Funktion: wu(v) =sinv mit u'(v) = coswv
9 1

1
Innere Funktion:  v(z) = 6% mit v (z) = 3%

W=

= fe) = (v(@) V(@) = cos(z) -~z = %x - cos (é 5132)

2. Betrachten wir nun f(z) = e %"

Aussere Funktion: u(v) =€’ mit /(v) = ¢
Innere Funktion:  v(z) = —2® mit o/(z) = —2z

= flz)=1d(v(z)) V' (z) = '@ (—2z) = —22 - e’

3. Und schliesslich als drittes Beispiel: f(x) = In(z%):

Aussere Funktion: u(v) =Ilnv mit o'(v) = =

v

Innere Funktion:  v(z) =z mit o'(z) = 42
= flx)=1u(v(z)) V' (z) = ! A = L 4o = —
v(x) x? x
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Bei diesem letzten Beispiel hatten wir die Ableitung auch ohne Kettenregel finden kdnnen.
Man koénnte namlich vor dem Ableiten das 3. Logarithmengesetz anwenden:

f(x)=In (564) =4lnz = fl(z)= %

Dieses Beispiel zeigt uns somit auch gerade, dass geschicktes algebraisches Umformen
unter Umstanden das Ableiten wesentlich vereinfachen kann.

7.4 Die drei neuen Ableitungsregeln im Uberblick

Produktregel

Ist die Funktion f(x) das Produkt der beiden ableitbaren Funktionen u(x)
und v(x), so folgt:

f@)=u(@)-v@) = f(z)=1(z) v(@)+u) V() (7.1)

Quotientenregel

Ist die Funktion f(x) der Quotient der beiden ableitbaren Funktionen wu(x)

und v(x), so folgt:

u(x) - v(z) —u(x) o' (x)
2(a)

flz) = = fll=)= (7.2)

Kettenregel

Ist die Funktion f(x) die Verkettung der beiden differenzierbaren Funktionen
u(v) und v(z), so folgt:

fl@)=u(v(x) = [(z)=1u(v(z)) () (7.3)

Mit diesen zusatzlichen Ableitungsregeln sind wir nun in der Lage fast beliebige, im Prinzip noch so
komplizierte Funktionen abzuleiten und damit der Analyse mittels Differentialrechnung zuganglich
zu machen.

Die weiteren Kapitel werden sich genau damit auseinandersetzen, denn natiirlich braucht es
noch ein paar weitere Informationen und vor allem einige Ubung, bis wir die Anwendung aller Regeln
hinreichend beherrschen.
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Kapitel 8

Optimierungsaufgaben

Mittels Differentialrechnung sind wir in der Lage die Extremwerte einer Funktion f(z) aufzuspiiren.
Bei Maximal- oder Minimalstellen von f(z) muss die 1. Ableitung verschwinden: f’(z) = 0. Diese
Méoglichkeit wollen wir in diesem Kapitel gezielt dazu nutzen sogenannte Optimierungsaufgaben
zu l6sen. Hier ein klassisches Beispiel:

“Ein Zylinder mit Héhe h und Radius r hat eine bestimmte Oberfliche A.
Fiir welches Verhiltnis h : r ist das Zylindervolumen maximal?”

Im Folgenden wird zuerst das Rezept vorgestellt, mit dem sich solche Fragen strukturiert beantworten
lassen. Danach werden vier Beispiele bearbeitet, um das Rezept in der Anwendung zu sehen und den
einen oder anderen “Kniff" dazu zu geben. Obige Frage entspricht dem letzten Beispiel.

8.1 Das Losungsrezept fiir Optimierungsaufgaben

Optimierungsaufgaben haben in der Regel immer dieselbe Struktur und lassen sich daher auch fast
immer auf dieselbe Art I6sen. Hier das Rezept:

Rezept fiir Optimierungsaufgaben (= Extremwertaufgaben mit Nebenbedingungen)

Schritt 1: Aufstellen der Zielfunktion

Die zu optimierende Grésse wird als Funktion f einer oder mehrerer Variablen
x, y, etc. angesetzt — Zielfunktion.

Bsp.: f = f(xz,y) bei zwei Variablen x und y.
Schritt 2: Einbezug der Nebenbedindung(en)

Falls die Zielfunktion von mehreren Variablen abhangt, miissen zusatzliche Glei-
chungen (— Nebenbedingungen) dafiir sorgen, dass sie nur noch von einer
einzigen Variable abhidngt.

Im Bsp.: Nebenbedingung vy =vy(x) = f(x,y) wird zu f(z)

Schritt 3: Bestimmung der Extremalstelle durch Ableiten

Durch Nullsetzen der 1. Ableitung f'(x) der Zielfunktion f(x) lisst sich ihre
Extremalstelle x,,,« bestimmen.

Allgemein:  f'(z) =0 —  Zpax

Bemerkung: Praktisch dasselbe Rezept zu Optimierungsaufgaben hatten wir bereits bei den qua-
dratischen Funktionen kennengelernt. Nur waren wir damals im Schritt 3 eben auf quadratische
Funktionen beschrankt. Neuerdings konnen im Prinzip beliebige Funktionen optimiert werden.

42



8.2 Beispiel 1: Flachenoptimierung im Koordinatensystem

Vorgabe: Essei f(r) = 2% — 42?44z =2 - (x — 2)°.
Der G¢ durchsticht die 2-Achse im Ursprung und beriihrt sie bei 2 = 2 (vgl. Abb. 8.1).

Fragestellung: Wie muss x € |0;2[ gewahlt werden, damit die Fliche des in Abb. 8.1 eingezeich-
neten rechtwinkligen Dreiecks maximal wird? Wie gross ist diese maximale Flache?

Anmerkung: In dieser Aufgabe ist klar, dass fiir x nur Werte im Intervall |0; 2] erlaubt sind.
In anderen Aufgaben muss man sich allenfalls selber iiberlegen, in welchem Bereich die Va-
riable, mit der optimiert wird, liegen darf. Wir bezeichnen diesen Bereich dann jeweils als
Attraktivitatsintervall.

Schritt 1 — Zielfunktion in mehreren Variablen: Die Flache A des griinen Dreiecks in Abb. 8.1
ist zunachst gegeben durch:
z-h

Az, h) = 5

Schritt 2 — Nebenbedingung einbauen: Die Héhe h des Dreiecks entspricht dem Funktionswert
an der Stelle x. Es gilt also: h = h(z) = f(z) = 2® — 42 + 42. Damit wird aus der
Flachenfunktion A(x,h) eine Funktion A(x), die nur noch von der Variable x abhangt:

5 . (ac4 — 423 + 4::32)

l\.')lr—l

Schritt 3 — Nullsetzen der 1. Ableitung: Die Flichenfunktion A(z) soll maximiert werden. Daher
leiten wir sie ab und setzen die Ableitung gleich 0:

Al($):%'(4$3—12$2+8$):256'(562—3$+2):2$'($—1)'($—2) 20

Die Lésungen lauten = = 0,1,2. Davon liegt aber nur x = 1 im Attraktivitatsintervall ]0; 2].
Unsere (einzige) Losung lautet also zyax = 1!

Finish resp. Flachenberechnung: Die Aufgabenstellung fragt zusatzlich nach dem Wert der ma-
ximalen Flache. Hierfiir setzen wir xy,,x in die Flachenfunktion A(x) ein:

1 1
Altma) = A(1) = = - (1 —4+4) = =
2 2
y
L— @) =a® — 40t
/ N !
1 ny x\ gi
v, \\ /
/ ' /
jj \ P(,’I', f (1)) / Gy
gf N\ /
05| / A\ /
Sf h \\ g;
/ 1N
;; 4 X\ f;l
(0] T ° N > / T
0 0.5 1 ; 1.5 2 2.5 3
/ T

Abbildung 8.1: Maximierung einer Dreiecksflache unter einem Funktionsgraphen.
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8.3 Beispiel 2: Der Kreiskegel in der Kugel

Vorgabe: Einer Kugel mit Radius R werde ein Kreiskegel einbeschrieben.

Diese Vorgabe braucht an sich vielleicht schon etwas Erlduterung: Ein Kreiskegel ist ein Korper
mit einer kreisférmigen Grundflache, der genau iiber deren Mittelpunkt in einer Spitze zusam-
menlduft. Wird ein solcher Kreiskegel einer Kugel einbeschrieben, so beriihrt der gesamte
Rand seines Grundflachenkreises die Kugeloberfliche und auch seine Spitze ist ein Punkt auf
dieser. Abb. 8.2 zeigt die Situation in einer 3D-Ansicht links und einem Querschnitt rechts.

4
1
1
;
'R
fp 0
1
1
M &
~
P i =y
ol 15 Mg oS
Bl
@ B\ N
/IAN-‘“\

Abbildung 8.2: Der Kugel soll ein Kreiskegel mit maximalem Volumen einbeschrieben werden.

Fragestellung: Wie muss die Héhe h des Kreiskegels gewahlt werden, sodass dessen Volumen
maximal wird? Gib das Resultat in Abhangigkeit des Kugelradius’ R an.

Volumina von spitz zulaufenden Korpern iiber einer Grundflache: Zunichst sei hier die Volu-
menformel fiir einen Kreiskegel mit Grundfliche G und Héhe h gegeben:

1
Volumen eines spitz zulaufenden Korpers: V= 3 G-h (8.1)

Tatséachlich gilt diese Formel fiir alle spitz zusammenlaufenden Korper iiber einer Grundflache.
Deren Form spielt dabei keine Rolle. Wichtig ist nur, dass die Mantelflache des Korpers aus
allen geraden Verbindungen vom Rand der Grundflache zur Spitze besteht. Abb. 8.3 zeigt ein
paar solche Korper.

Derartige spitz zulaufende Korper kommen in Zukunft so hdufig vor, dass wir uns
Formel (8.1) auswendig merken wollen!!

o 4> L\ &

Abbildung 8.3: Spitz zulaufende Korper mit Grundflache. Fiir alle diese Kérper gilt: V = %Gh.

Schritt 1 — Zielfunktion in mehreren Variablen: Mit Gleichung (8.1) haben wir bereits die von
mehreren Variablen abhingige Zielfunktion vor uns, namlich das Kegelvolumen:
G-h

V(G.h) =5

(8.2)

1Zu gegebener Zeit, namlich beim Thema Integralrechnung, werden wir Formel (8.1) auch noch beweisen!
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Schritt 2 — Nebenbedingung einbauen: Die Hohe h ist die Variable, mit der optimiert werden
soll. Die Nebenbedingung muss uns erlauben, auch die Grundfliche G durch die Héhe h
auszudriicken. Um dies zu erreichen, nutzen wir aus, dass der Rand der Grundflache auf der
Kugeloberfldche liegt. Das ist die eigentliche Nebenbedingung.

Nun ist vor allem der Querschnitt in Abb. 8.2 rechts hilfreich. Darin gilt es den Grundflachen-
radius r durch den Kugelradius R und die Hohe h auszudriicken.

Zuniachst gilt im kleinen rechtwinkligen Dreieck rechts:
RP=s>4+r? = 2?2=R>-4°
Dabei ist s = h — R, sodass wir fiir 72 folgern:
r* =R~ s’ =R~ (h—R)*=R*— (h* = 2hR + R*) = 2hR — h*

Wir brauchen nicht die Wurzel zu ziehen, um 7 zu erhalten, denn schliesslich mochten wir ja
die Grundfliche angeben — und in deren Berechnung tritt ja wieder 2 auf:

G(h) =nr®=m- (2hR — h?)

Diesen Ausdruck setzen wir in unsere Zielfunktion (8.2) ein, womit diese nur noch von der
Variable h abhingt (der Kugelradius R sei ja fix vorgegeben):

G(h)-h - (2hR—h?*)-h

™
h) = = == (2n*R -1’ .
V(h) 3 3 3 (2h°R ) (8.3)
Schritt 3 — Nullsetzen der 1. Ableitung: Die Volumenfunktion V' (h) soll maximiert werden. Dar-
aus folgt:
4
V'(h) :g-(4hR—3h2) :g-h-(4R—3h) 20 = h=0 oder h= SR

Attraktivitatsintervall: Soll der Kreiskegel in der Kugel enthalten sein, so gilt fiir seine Hohe:
h €]0;2R[. Die Héhe h = 0 kommt sicher nicht in Frage! Somit ist hyax = 3 12 unser

Resultat.
In Abb. 8.2 entspricht dies einem Kreiskegel, bei dem die Strecke s ein Drittel des Kugelradius
Rlangist (s=h—R=3R—R=3R).

Zusatzaufgabe: Wir kdnnen uns spasseshalber noch kurz fragen, welchen prozentualen Anteil des
Kugelvolumens das maximale Kegelvolumen ausmacht.

Dazu setzen wir unser Resultat in die Volumenfunktion (8.3) ein:

AR T 4R\ ? 4R\ TR3  [4\? 4
Rinax) = )=o) R =" [Z) .[2=-2
Vit =¥ (81) <5 (2(5) - (5 )= 55 (3) " (o-3)
R (4\® 2 47R® 8 8
3 3 3 3 27 27

VKugel

Dabei habe ich verwendet, dass Viygel = 4?” R3. Diese Formel fiir das Kugelvolumen
kommt derart haufig vor, dass wir sie ab sofort auswendig prasent haben sollten!

Der maximale Kreiskegel macht also 2% ~ 0.296 ~ 30 % des Kugelvolumens aus.
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8.4 Beispiel 3: Abstandsminimierung
Vorgabe: Es sei f(z) = %

Fragestellung: Wie nahe kommt der Graph Gy dem Ursprung?

Abb. 8.4 verdeutlicht diese Fragestellung. Der Gy nahert sich dem Ursprung bis auf etwas
weniger als eine Distanz von 2 an. Es gilt denjenigen Punkt P zu finden, fiir den der Abstand
minimal wird. Der Graph ist wegen dem Quadrat achsensymmetrisch, sodass es denselben
nachsten Punkt auch links des Ursprungs geben wird.

Abbildung 8.4: Minimierung des Abstands zum Ursprung.

Schritt 1 — Zielfunktion in mehreren Variablen: Der Abstand d eines Punktes P(x,y) zum Ur-
sprung O ist nach Pythagoras gegeben durch:

d(z,y) = Va2 +y? (8.4)

Schritt 2 — Nebenbedingung einbauen: Die y-Koordinate eines Punktes auf dem Funktionsgra-
phen G entspricht stets dem Funktionswert der z-Koordinate. Es gilt also: y = f(x) = %

Damit kénnen wir den Abstand in alleiniger Abhangigkeit von z ausdriicken:

d(x):\/xu(f(m))?:,/mu(%)2:,/95%% (8.5)

Nun sind wir im Prinzip bereit fiir die Ableitung in Schritt 3, aber es empfiehlt sich hier kurz
innezuhalten und zu bemerken, dass man sich diese Ableitung wesentlich vereinfachen kann.

“Kniff” ! Wir suchen nach dem Minimum des Abstandes d(z). Nun ist dieser Abstand eine positive
Funktion, d.h. d > 0 fiir alle z. An der Stelle z, wo d(z) minimal ist, wird somit auch (d(x))?
minimal sein. Bei einer positiven Funktion kdnnen wir die Bestimmung der Extremstellen also
ebenso gut mit dem Quadrat der Funktion vornehmen.

Das ist in unserem Beispiel sehr praktisch, denn die dusserste Funktion in d(x) ist eine Wurzel,
die beim Quadrieren wegfallt:

q(z) = (d(:ﬂ))2 =22+ i (8.6)

16 8
q'(w)zQw——:2-<x——> 20 = 25-8=0



28 — 8 lasst sich mittels 3. binomischer Formel und anschliessender Anwendung der Kubenfor-
meln (a® 4 b% = (a & b)(a® F ab + b?)) faktorisieren:

x6—8:(m3+\/§)-(w3—\/§):(x3+\/§3)-(363—\/§3)
:($+\/§)'($2—\/§$+2)-(ﬁ—\/i)'($2+\/§$+2) 20

Die beiden grosseren Klammern haben keine Nullstellen (D < 0), aber aus den beiden anderen
ergeben sich die Losungen z,i, = +1/2. Das entspricht genau unserer Erwartung: Es gibt links
und rechts der y-Achse einen Punkt mit demselben minimalen Abstand zum Ursprung.

Finish resp. Abstandsbestimmung: Die Aufgabenstellung fragt nach dem minimalen Abstand. Zu
dessen Berechnung setzen wir iy in die Abstandsfunktion d(x) ein (vgl. (8.5)):

4 4
. — — 2 — [ ~
d(Tmin) = d(V2) = V2 sbv.ri 2+4—\/§~1.732

8.5 Beispiel 4: Maximales Zylindervolumen

Vorgabe: Die Oberfliche eines Zylinders habe eine bestimmte Grosse A.

Die Zylinderhohe wollen wir mit s, den Radius seiner Grundflache mit r bezeichnen.

Fragestellung: Fiir welches Verhaltnis h : r ist das Zylindervolumen maximal?”

Abb. 8.5 veranschaulicht den Zylinder und die dabei auftretenden Strecken und Flichen. Die
Oberfliche A des Zylinders besteht aus der Grundflache G, der flichengleichen Deckfliche D
und der Mantelflache M.

h M h M

G

Abbildung 8.5: Langen und Flachen am Zylinder in der 3D-Ansicht und im Querschnitt.

Schritt 1 — Zielfunktion in mehreren Variablen: Wir wollen das Volumen optimieren, also muss
dies die Zielfunktion sein. Es gilt:
V(G,h) =G -h (8.7)

Natiirlich lasst sich die freisformige Grundflache G' (und in gleicher Weise die Deckflache D)
auch direkt durch den Radius r ausdriicken: G = D = 7r2. Damit schreiben wir fiir die
Zielfunktion:

V(r,h) =7 -h (8.8)
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Tipp zu gesuchten Verhiltnissen: Die Aufgabe fragt nach dem optimalen Verhiltnis h : r. In

der Regel sollte man deswegen aber nicht versuchen bereits wihrend der Optimierung mit

einem Ausdruck wie % zu arbeiten. Das ist eher verwirrend und mithsam. Es ist besser die

Optimierung mit einer Variable, z.B. mit r, vorzunehmen. Danach l3sst sich die andere Variable
in Abhangigkeit von der ersten berechnen und die beiden lassen sich anschliessend ins Verhaltnis
setzen.

Schritt 2 — Nebenbedingung einbauen: Nun miissen wir aufgrund der Nebenbedingung — Zylin-
deroberflache fix — die Hohe h durch den Radius r ausdriicken. Zunachst gilt:

A=G+D+M=2G+M =2mr*>+271r-h (8.9)

Nebenbei: Dass die Mantelfliche M durch M = 27r - h gegeben ist, hat man sich rasch
iiberlegt. . .2

Nun kénnen wir (8.9) nach h auflésen und erhalten in Abhéngigkeit von r:

A
A-2mr?=2mr-h = h(r)= ey (8.10)
wr

Damit erhalten wir eine Volumenfunktion, die nur noch vom Radius r abhangt (A fix):
V(r)=mr?-h(r) = mr?- (— — r> =— —7r (8.11)

Schritt 3 — Nullsetzen der 1. Ableitung: Wir setzen die 1. Ableitung von V' (r) gleich 0:

— 371'7"2 ; 0 = 7"2 = £ = Tmax — A (8]‘2)

V'(r) = é
2 o 6m

Finish: Aus diesem Ausdruck fiir den Radius 7. bei maximalem Volumen berechnen wir mittels
(8.10) die zugehorige Hohe:

:\/i (ﬁ_ﬁ) \/Z 2/6 \/> 54
" or — V3

Nun konnen wir endlich das gesuchte Verhiltnis angeben:

. PA_[A_ A [z A e [T 2
max © Fmax = 3r "Vér V 3r A V3r A a 2:1

Dieses Resultat bedeutet, dass der Zylinder genau dann das grosste Volumen aufweist, wenn
seine Héhe h dem Durchmesser d = 2r entspricht. D.h., die Querschnittsfliche durch den
Zylinder ist ein Quadrat!

—_

2Frage: Wie breit und wie lang muss denn ein rechteckiges Papier sein, das die gesamte Mantelfliche eines Zylinders
bedecken soll?
Antwort: Die Lange muss dem Umfang, die Breite der Hohe des Zylinders entsprechen!
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Anhang A

Verschiedene Ableitungsschreibweisen

A.1 Wohlvertraut: die Lagrange-Notation

Fiir die 1. Ableitung einer Funktion f(x) haben wir bis anhin stets f’(z) geschrieben, fiir die 2.
Ableitung f”(x). Diese Schreibweise wird Lagrange-Notation genannt, nach dem italienischen
Mathematiker Joseph-Louis Lagrange (1736 — 1813), der sie im Jahre 1797 einfiihrte.

A.2 Fiir die Physik sehr praktisch: die Newton-Notation

In der Physik hangen Funktionen oft von der Zeit ¢t ab und werden auch haufig nach dieser Variable
abgeleitet. Fiir solche Ableitungen schrieb Sir Isaac Newton (1643 — 1727) bei seiner Erfindung
der Differentialrechnung anstelle von s’(¢) kurz einfach s. Diese Punkt- oder Newton-Notation fiir
Ableitungen nach der Zeit ¢ hat sich in der Physik bis heute gehalten, weil sie kurz und iibersichtlich
und deswegen sehr praktisch ist. Die zweite Ableitung wird einfach mit zwei Punkten notiert, §, etc.

A.3 Explizit infinitesimal: die Leibniz-Notation

Notieren wir zundchst nochmal die Ableitungsdefinition, wie wir sie in Abschnitt 1.2 beim Aufspiiren

der Tangentensteigung in einem Punkt eines Funktionsgraphen entwickelt haben (vgl. Gleichung
(1.3) auf Seite 4):

| +A)—f@) . Af

@) = lim L& = lim

Fe)= i ™ A A% Aa

(A1)

Darin steht % fiir die Sekantensteigung, die im Limes fiir z — 0 eben gegen die Tangentensteigung
wird. Bei dieser Grenzwertbildung werden Az und in Abhangigkeit davon auch A f unendlich klein
oder eben infinitesimal.

Nun hat der deutsche Philosoph und Mathematiker Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716)
etwa gleichzeitig mit Newton und unabhangig von diesem die Differentialrechnung erfunden. Dabei
fiihrte er eine praktische Schreibweise fiir infinitesimale Grdssen ein. Wird beispielsweise Az unendlich
klein, so schreibt Leibniz dafiir dz — wir sprechen vom infinitesimalen Schritt oder Abschnitt dzx.

Mit dieser Leibniz-Schreibweise notieren wir fiir die Ableitung einer Funktion f(z) neu %. Pro
infinitesimalem Schritt dx der Variable macht der Funktionswert den infinitesimalen Schritt df.

Ubrigens wird die Leibniz-Notation fiir die Ableitung oft wie folgt auseinandergenommen: %f(x).
Damit bringt man zum Ausdruck, dass die Funktion f(z) nach = abgeleitet werden soll. Der Bruch %
ist ein sogenannter Differentialoperator. Er steht fiir die Anweisung den nachfolgenden Ausdruck
nach z abzuleiten.

Damit verstehen wir auch die Leibniz-Notation fiir die zweite Ableitung besser:

2 2
2. Ableitung der Funktion f(x) = % <%> = % (% f(:v)) = % flx) = j—;; (A.2)
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A.4 Vermischung mehrerer Schreibweisen

Gerade die Leibniz-Notation fur infinitesimale Schritte wird oft mit anderen Notationen kombiniert,
um Abhangigkeiten resp. Zusammenhange infinitesimaler Grossenordnung auszudriicken. So l3sst
sich beispielsweise die Gleichsetzung von Leibniz- und Lagrange-Notation fiir die 1. Ableitung auf
beiden Gleichungsseiten mit dem infinitesimalen Schritt dz multiplizieren:

df _

o=@ = df=[()-d (A-3)

Die Gleichung rechts besagt, dass im Infinitesimalen die Veranderung df des Funktionswertes stets
proportional zur Veranderung dz der Variable ist. Die Proportionalitatskonstante ist die Ableitung,
hier zum besseren Verstandnis eben in der Lagrange-Notation aufgeschrieben.

Bemerke: Im Kleinen, aber nicht unendlich Kleinen, gilt lediglich eine Anndherung:

Af =~ f(z) Az (A.4)
Im Infinitesimalen wird daraus eine echte Gleichheit, denn dann gibt es zwischen den beiden Glei-
chungsseiten keinen bezifferbaren Unterschied mehr.
A.5 n-fache Ableitungen

In der hheren Mathematik kommt es oft vor, dass Funktionen n-mal abgeleitet werden sollen. Hier
die entsprechenden Schreibweisen in der Lagrange- und in der Leibniz-Notation:

fP()  und (%)nﬂx):% (A5)

A.6 Eher historisch: Die Euler-Schreibweise

Zum Schluss sei noch erwdhnt, dass der Schweizer Mathematiker und Physiker Leonhard Euler
(1707 — 1783) eine weitere Schreibweise fiir Ableitungen eingefiihrt hat:

1. Ableitung von f(z) =Df und n-te Ableitung von f(x) =D"f (A.6)

Diese Euler-Notation arbeitet ebenfalls mit einem expliziten Differentialoperator D. Sie wird in der
Fachliteratur aber eher selten und von uns iiberhaupt nicht verwendet.

SCHWEIZERISCHE NATIONALBANK
BANCA NAZIUNALA SVIZRA  <p

Abbildung A.1: Leonhard Euler auf der 10 Franken-Banknote der 6. Schweizer Notenserie (eingefiihrt
1976, giiltig bis 2000).
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Anhang B

Differenzierbarkeit von Funktionen

Das Wort Differenzierbarkeit kann ganz einfach als Ableitbarkeit libersetzt werden. Funktionen, die
sich ableiten lassen, sind differenzierbar. Bei ndherem Hinsehen stellen wir allerdings fest, dass wir
uns lUber dieses “sich ableiten lassen” doch noch etwas weitere Gedanken machen sollten, um die
Differentialrechnung mit einem ganz soliden Fundament zu versehen . ..

Repetition: In Abschnitt 1.2 haben wir in Gleichung (1.4) festgelegt, was wir unter der Ableitung
einer Funktion f(x) an der Stelle = verstehen wollen:

o) i i TEER) I

h—0 h

(B.1)

Dabei hatten wir Abbildung 1.3 vor Augen: Ein Punkt @) mit Koordinaten Q(x+h,f(x+h))
riickt von rechts immer naher an den Punkt P(:r:,f(:c)) heran. Im Limes A — 0 nadhert sich
dabei die Sekante s immer mehr der Tangente ¢ an. Damit wird die Sekantensteigung, also der
Differenzenquotient i—i =ms = w immer mehr zur Steigung m; der Tangente ¢ im
Punkt P. Es war fiir uns sehr greifbar, dass folglich der Grenzwert limj, .o m, gerade gleich
der Tangentensteigung m; sein muss. Unter der Ableitung f’(x) an der Stelle = wollen wir
genau diese Tangentensteigung m; verstehen, die eben als Limes des Differenzenquotienten

fir h — 0 begriffen wird.

Erstes Problem — der Grenzwert kann inexistent sein: In der gymnasialen Mathematik werden
kaum “pathologische” oder “unfreundliche” Funktionen betrachtet. Wir diirfen stets davon
ausgehen, dass Funktionen stetig und in aller Regel problemlos ableitbar sind. Das muss aber
nicht unbedingt so sein. Man kann sich durchaus Funktionen ausdenken, die nicht so “pflege-
leicht” sind. Die Folge davon kann sein, dass der Grenzwert in (B.1) an einzelnen oder auch
allen Stellen = gar nicht existiert.

Hier ein Beispiel fiir eine solche pathologische Funktion:

_J O firzeQ (x rational)
fa) = { 1 firz e R\Q  (« irrational)

Nur schon der Versuch den Graphen dieser Funktion zu skizzieren, ist ein schwieriges Unter-
fangen. Das Resultat zeigt Abb. B.1 oben auf der nachsten Seite. Der Graph besteht scheinbar
aus einer Gerade auf Hohe y = 0 und einer Gerade auf Hohe y = 1. Wir wissen allerdings, dass
beide Geraden Liicken aufweisen. Die untere Gerade enthalt nur Punkte, der x-Koordinaten
rational sind, wahrend die obere Gerade aus lauter Punkten mit irrationaler z-Koordinate
besteht.

51



Punkte (z, 1) mit irrationalem x

-

0.5

Gy

Punkte (x,0) mit rationalem x x
0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

-0.5 0

Abbildung B.1: Der “Graph” unserer pathologischen Funktion!

Picken wir irgendeinen Punkt auf dem Graphen G heraus, z.B. P(1,0) (x = 1 € Q), so
wird klar, dass sich der von diesem Punkt ausgehende Differenzenquotient hochst merkwiirdig
verhalt, wenn wir den Parameter h gegen 0 gehen lassen: Trifft  + h auf eine rationale Zahl,
soist f(z+h) =0, also Q(x+ h,0) und somit ﬁ—i = 0. Ist hingegen x + h irrational, so ergibt
sich fiir den Differenzenquotienten 2—;: ein positiver Wert, der fiir kleiner werdende irrationale

Wert von h immer grosser wird und ins Unendliche ansteigt (vgl. Abb. B.2).

in

051 Gy

P(1,0)
0.5 1

1.5 2 35

Abbildung B.2: Der “Graph” unserer pathologischen Funktion!

Fiir h — 0 nimmt die Sekantensteigung m; also immer wieder den Wert 0, aber auch einen
standig grosser werdenden positiven Wert an. Es existiert demnach kein Grenzwert fiir m.
Folglich kann fiir f(z) im Punkt P(1,0) (und in allen anderen Punkten) keine Ableitung
definiert werden!

Folgerung resp. Fazit: Bei der Definition der Ableitung in (1.4) hdtten wir grundsatzlich
die Existenz des Grenzwertes einfordern miissen.

Wir bendtigen aber nicht unbedingt eine pathologische Funktion wie oben, um zu erkennen,
dass manche Funktionen Stellen ohne Ableitung, also ohne existierende Grenzwert aufweisen.
Z.B. ist die Wurzelfunktion f(z) = /z auf der Menge der positiven reellen Zahlen inklusive
0, also auf R{ definiert. Uber der Stelle 2 = 0 existiert allerdings kein Grenzwert:

VO+R-VO _

= lim
h—0

F0) = i 1OED = 10)

Die Wurzelfunktion hat im Ursprung also keine Ableitung.
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Zweites Problem — der Grenzwert kann beidseitig verschieden sein: Mit unserer Ableitungs-
definition (1.4) gibt es eine weitere Schwierigkeit resp. Unvollstandigkeit, die ich an einem
simplen Beispiel illustrieren mochte. Betrachten wir die durch

r firz >0
flx)=|z| = 0 firz=0
—x firz <0

gegebene Betragsfunktion. Hier der zugehorige Funktionsgraph:

L5

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Abbildung B.3: Die Betragsfunktion mit undefinierter Ableitung im Ursprung.

Ganz offensichtlich — wir miissen nur den Graphen anschauen — hat die Funktion fiir positive
x die Ableitung f’(x) = 1 und fiir negative = die Ableitung f/(x) = —1. Fiir z = 0 ist die
Sache aber unklar:

1 firz>0
fla)y=[lz|]]'=3 77 firz=0
-1 firz<0

Natiirlich kénnte man meinen, dass die Ableitung in (0,0) den Wert 0 hat. Das ware allerdings
ziemlich willkiirlich. Tatsache ist, dass der Graph im Ursprung eine “Ecke”, einen “Knick” oder
eine “Spitze” aufweist. Was meint denn die Ableitungsdefinition (1.4) dazu? Wir lberpriifen:
f(O+h)— f(0) 0O+h—-0 h

1/(0) = lim =lim ——=Ilim-=1liml=1

AN h ANO h ANO B hNO

Es ergibt sich der Grenzwert 1, aber nur, wenn wir uns von der positiven Seite her der fraglichen
Stelle x = 0 ndhern. Dies habe ich durch die dafiir iibliche Schreibweise h ™\, 0 gekennzeichnet.
Sie impliziert, dass h > 0 sein soll.

Wir kdnnen uns aber ebenso gut von der negativen Seite her der Stelle x = 0 annahern
(b, 0) und erhalten so einen anderen Ableitungswert:
FO+R)—F0)  —(0+h)—0  —h

"0) = 1 =lim ——— =lim— = lim(—1) = -1
F1(0) h% h hlfmo h h% h h%( )

In der Stelle x = 0 erhalten wir also zwei Grenzwerte, die allerdings unterschiedliche Werte
aufweisen, je nachdem, ob wir uns “von unten” oder “von oben” der fraglichen Stelle anndhern.
Grafisch ist dieser Missstand ja auch bestens verstandlich. Er fiihrt uns zum Schluss, dass die
Betragsfunktion an der Stelle x = 0 gar keine Ableitung hat — denn die Ableitungsfunktion
soll ja, wie alle anderen Funktionen auch, an jeder Stelle einen eindeutigen Wert aufweisen.

Folgerung resp. Fazit: Bei der Definition der Ableitung in (1.4) sollten wir grundsatzlich
fordern, dass der Grenzwert beidseitig der fraglichen Stelle denselben Wert ergibt.
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Revidierte Formulierung der Ableitungsdefinition: Aufgrund der nun beleuchteten Problemati-
ken wollen wir eine verbesserte Definition fiir die Ableitung einer Funktion in einer Stelle xg
festhalten:

Definition der Ableitung f’(x) an der Stelle x(

Existieren an einer Stelle xo die beiden Grenzwerte

h) — h) —
filzo) == %1;110 f(@o+ })L f (o) und fa(wo) == }111{‘% flzo + })L f (o)

und weisen sie beide denselben Wert auf (f{(zo) = fj(x0)), so ist die Ableitung
der Funktion f(x) an der Stelle x( gegeben durch:

f'(x0) := lim fleot h})b — J(ao) (= fi(zo) = fa(x0)) (B.2)

h—0

In diesem Falle sagen wir: “f(x) ist differenzierbar an der Stelle x¢."

Ist f(x) an allen Stellen = in einem Intervall D C R differenzierbar, so sagen wir:
“f(x) ist differenzierbar auf D.”

Beispiel einer Konsequenz dieser Neudefinition: Funktionen, die nur auf einem Teilbereich von
D C R definiert sind, der einen “scharfen Rand” aufweist, also am Rand eine wohlbekannte
letzte Zahl x1 haben, die noch dazugehort, besitzen bei dieser letzten Zahl streng genommen
keine Ableitung mehr, weil der Grenzwert nur von einer Seite her gebildet werden kann, also
gar kein beidseitiger Grenzwert existiert.

Bei Bedarf kann man allerdings einen rechtsseitigen oder einen linksseitigen Grenzwert defi-
nieren und ndtigenfalls damit arbeiten.
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Anhang C

Differentialrechnung
und Newton’sche Mechanik

C.1 Geschwindigkeit und Beschleunigung als Ableitungen

Rep. 1: Definition der Ableitungsdefinition

Die Ableitung f/(x) ist definiert als der Grenzwert des Differenzenquotienten i—i fir Az — 0:

o e Af L e+ Az) — f(2)
Fla) = Jim 70 = Jim, As

Das Verstandnis der Ableitung in Worten:
e “Die Ableitung f'(x) gibt die Steigung des Graphen von f(x) liber der Stelle z an.”

e “Die Ableitung f'(x) steht fiir die lokale Veranderungrate von f(x) tber der Stelle .

Rep. 2: Kinematik geradliniger Bewegungen (Mechanik)

In der 1. Klasse hatten wir im Physikunterricht sog. Orts- oder t-s-Diagramme betrachtet (vgl.
Abb. C.1 oben). Dabei wird iiber jedem Zeitpunkt ¢ auf der horizontalen Zeitachse vertikal der
aktuelle Ort s abgetragen, an dem sich der betrachtete Korper dann befindet. Der Ort s wird also
als Funktion der Zeit t aufgefasst. Wir sprechen von der Ortsfunktion s(t). Wir hatten erkannt,
dass die folgende Definition sinnvoll ist:

Momentangeschwindigkeit v(¢) := aktuelle Steigung des Graphen im ¢-s-Diagramm

Diese Definition konnten wir in der 1. Klasse allerdings nur bei Abschnitten mit konstanter Geschwin-
digkeit (gleichférmige Bewegungen) anwenden, weil wir damals nur Steigungen von Geraden mittels
endlichen Steigungsdreiecken bestimmen konnten:

As  Veranderung des Ortes
At Zeitspanne

Vv =

Weiter haben wir den Geschwindigkeitsverlauf einer Bewegung in einem t-v-Diagramm aufgezeich-
net (vgl. Abb. C.1 Mitte) und dort definiert:

Momentane Beschleuigung a(t) := aktuelle Steigung des Graphen im ¢-v-Diagramm

Damit konnten wir bei gleichméassigen Geschwindigkeitsanderungen die Beschleunigung bestimmen:

_ Av _ Geschwindigkeitsdnderung
At Zeitspanne

a
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Abbildung C.1: t-s-, t-v- und t-a-Diagramm einer Bewegung. Ohne Differentialrechnung konnten
wir nur wihrend den gleichférmig verlaufenden Bewegungsabschnitten (= gerade Abschnitte im ¢-s-
Diagramm) die Geschwindigkeit bestimmen. Ausserdem mussten wir stets annehmen, dass Geschwin-
digkeitsveranderungen gleichmassig ablaufen, um daraus Beschleunigungen berechnen zu konnen.

Neu 1: Geschwindigkeit und Beschleunigung als Ableitungen der Ortsfunktion

Mittels Differentialrechnung kdnnen wir die Momentangeschwindigkeit zu jedem beliebigen Zeitpunkt
t angeben, denn die Steigung des Graphen der Ortsfunktion s(t) ist fiir jedes ¢ gegeben durch:
As s(t+ At) — s(t)

0 o . = _ .
AUy VA £ . (Y

Die Geschwindigkeitsfunktion v(t) ist also die zeitliche Ableitung der Ortsfunktion s(t).
Ahnliches gilt fiir die momentane Beschleunigung, fiir die wir zu jedem Zeitpunkt ¢ schreiben:

. Av v(t + At) —o(t)
P / P —
W=r0= I a AT A

(C2)

Die Beschleunigungsfunktion «a(t) ist die zeitliche Ableitung der Geschwindigkeitsfunktion v(t).
Nochmals kurz: Geschwindigkeit und Beschleunigung sind die 1. und die 2. Ableitung des Ortes:

v(t) = §'(t) und a(t) =v'(t) = s"(t) (C.3)
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Beispiel: Gleichmassig beschleunigte Bewegung mit Anfangsgeschwindigkeit

Beschleunigt ein Korper gleichmissig (a = konst.), so haben wir dafiir in der Kinematik die folgende
Ortsfunktion verwenden kdnnen:
s(t):so+vo-t+g-t2 (C.4)

Dabei waren s( der Startort und vy die Anfangsgeschwindigkeit.
Betrachten wir die Ableitungen dieser Ortsfunktion:

v(t)=s({t)=vy+a-t und a(t) = v'(t) = a = konst. (C.5)

Es ergeben sich genau die erwarteten Ausdriicke. v(t) = vy + a - t beschreibt eine lineare, also
gleichmissige Veranderung der Geschwindigkeit in Abhangigkeit von der Zeit. a(t) = a = konst.
bestatigt, dass die Beschleunigung in diesem Fall eine konstante Funktion ist.

C.2 Das Aktionsprinzip infinitesimal verstanden

Rep. 3: Tangente an den Funktionsgraphen in einem Punkt

Der Punkt P iiber der Stelle 2y, der auf dem Graphen Gy einer Funktion f(x) liegen soll, hat die
Koordinaten P(zp,yp) = (aco,f(:no)). Lege ich durch P eine Tangente an den G, so betrigt
deren Steigung m = f’(xp). Damit kdnnen wir fiir die Gleichung dieser Tangente schreiben (vgl.
Abb. C.2):

t(x) = m(z —ap) +yp = f'(20) - (x — 20) + f(20)

Tangente t
mit Steigung m; = f'(xq)

N

Abbildung C.2: Die Gleichung der Tangente ¢ an den Graphen Gy im Punkt P kann aufgrund von
Funktionswert und Ableitung direkt angegeben werden.

Neu 2: Lineare Approximation einer Funktion an einer Stelle

t(x) = f'(x0) - (x — x0) + f(xg) bezeichnen wir als die lineare Approximation (= Anniherung)
von f(z) an der Stelle zy. Das bedeutet, in der unmittelbaren Umgebung der Stelle xy (= lokal)
kann die Funktion f(z) durch die lineare Funktion ¢(z) approximiert (= angenihert) werden, denn
der Graph einer ableitbaren Funktion sieht auf hinreichend kleinen Abschnitten wie eine Gerade aus
(vgl. Abb. C.3). Es gilt also:

f(x) =~ f'(x0) - (x — z0) + f(z0) fiir x hinreichend nahe bei xg

Weshalb eine solche lineare Approximierung niitzlich ist, werden wir gleich sehen.
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Y

f(xo+ Ax)

P (0, f(x0)) t(xo + Ax)

fiir kleine Az gilt in guter Naherung:
f (o) flxo+ Az) ~ t(xo+ Ax)

Ax

o
To+ Ax

Abbildung C.3: Lineare Approximation. Fiir Stellen x nahe an zq, also bei kleinem Az, ist der
Funktionswert f(xo+ Ax) ohne grossen Fehler gegeben durch die Tangente, also durch t(z¢+ Az).
Je kleiner Az ist, desto besser stimmt diese Aussage, denn eine ableitbare Funktion ist in hinreichend
kleiner Umgebung um jeden beliebigen Punkt eine Gerade.

Fiir die Veranderung A f des Funktionswertes in der Ndhe von xy konnen wir schreiben:
Af = f(x) = f(zo) = f(x0) - (x —wo) = f'(x) - Az kurzz Af = f'(x0) Az (C.6)

“Die Veranderung des Funktionswertes ist lokal stets proportional zur Veranderung der Variable.”

Mache ich die Verdanderung der Variable infinitesimal klein — also unendlich klein, aber nicht
gleich 0 — so wird auch die Verdnderung des Funktionswertes infinitesimal klein. Fiir diese infinitesmal
kleinen Veranderungen schreiben wir anstelle von Ax neu dx resp. anstelle von A f eben df. Damit
gilt exakt (weil effektiv kein Unterschied mehr bezifferbar ist):

df = f'(zo) - da (C.7)

Neu 3: Infinitesimale Veranderungen von Ort und Geschwindigkeit

Ubertragen wir dieses Konzept infinitesimaler Veranderungen auf unsere Ortsfunktion s(t), so kénnen
wir zu jedem Zeitpunkt ¢ sagen: Im infinitesimalen Zeitabschnitt d¢ verdndert sich der Ort um die
infinitesimale Strecke ds, die proportional zu dt ist:

ds = s'(t)-dt = v(t) - dt (C.8)
Die aktuelle Geschwindigkeit v(t) ist also die Proportionalitdtskonstante zwischen infinitesimaler
Strecke ds und infinitesimalem Zeitschritt d¢. Analog gilt:

dv=1'(t) - dt = a(t) - dt (C.9)

Im infinitesimalen Zeitabschnitt d¢ verandert sich die Geschwindigkeit um den infinitesimalen Schritt
dv, der von der aktuellen Beschleunigung a(t) abhéngt.

Rep. 4: Das Newton’sche Aktionsprinzip

Alle auf einen Korper wirkenden Krafte werden durch Aneinanderhdngen der Kraftpfeile zu einer
resultierenden Kraft F.s verrechnet (sog. Vektoraddition).

Newton sagt nun mit seinem Aktionsprinzip (= 2. Newton'sches Axiom), dass die resultie-
rende Kraft die Beschleunigung festlegt, die der Korper erfahrt, wobei die Masse m des Korpers den
Effekt abschwécht (Stichwort: Tragheit). Es gilt:

Fres
m

(C.10)

Fres=m-a resp. a=

Dabei zeigt die Beschleunigung a stets in die Richtung der resultierenden Kraft Fjes.
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Neu 4: Simulation durch Aufsummierung kleiner Zeitschritte

Vorgabe: Zu einem bestimmten Zeitpunkt t( sei genau bekannt, an welchem Ort sy = s(t) sich
ein Korper der Masse m befindet und welche Geschwindigkeit vg = v(tg) er dann hat. Zudem wissen
wir, welche Krafte auf ihn wirken und kennen somit die aktuelle Beschleunigung ag = FreT(tO) Dabei
ist Fles,0 die resultierende Kraft zum Zeitpunkt tg.

Folgerung: Dann kdnnen wir genau sagen, wie sich Ort und Geschwindigkeit im n&dchsten infinite-
simalen Zeitschritt verdndern:

s(to+dt) = sop+ds = sg + vg - dt (C.11)

Fres(t
und v(to +dt) = vy +dv = vy + ap - dt mit  ag = es(to)

(C.12)

Mit dieser Idee kdnnen wir einen ganzen Bewegungsablauf Schritt fiir Schritt berechnen. Vorausset-
zung ist, dass wir die Startbedingungen sy und vy, sowie die Masse m des Kérpers und die auf ihn
wirkenden Krifte kennen.

Natirlich kann kein Rechner unendlich kleine, also im mathematischen Sinne echt infinitesimale
Schritte ausfiihren. Die Schritte miissen endlich klein sein. Damit kénnen wir schreiben:

Speu S+ As=s+v-At (C.13)

und Uneu ® U+ Av=v+a-At mit a = (C.14)

Aus den aktuellen Werten s, v und a konnen die neuen Werte spey und vney nach dem Zeitschritt
At berechnet werden. Dann muss aus der neuen Kriftesituation wieder Fr.s und somit a bestimmt
werden, damit ausgehend von diesen neuen Werten die Veranderungen im néchsten Zeitschritt At
berechnet werden konnen.

Auf diese Weise ldsst sich durch die Betrachtung kleiner Zeitschritte ein ganzer Bewegungsablauf
beliebig genau simulieren. Je genauer man es haben will, umso kleiner muss At gewahlt werden.

C.3 Simulation des senkrechten Wurfs ohne Luftwiderstand

Vorgabe: Auf einem Turm stehend (— Starthéhe sy = 20 m) werfe ich einen Stein senkrecht nach
oben. Die Anfangsgeschwindigkeit betrage 15 7 und der Stein falle beim Herunterkommen am
Turm vorbei bis auf den Boden.

Kein Luftwiderstand: Der Luftwiderstand sei vernachldssigbar. Dann wirkt auf den Stein nur die
Gewichtskraft F, was zur Folge hat, dass die Beschleunigung in Abwartsrichtung konstant
bleibt, namlich a = —g = —9.81 3.

Dies ist die direkte Konsequenz des Newtonschen Aktionsprinzips, denn wenn Fg = —m - g
die einzige Kraft ist, dann ist die resultierende Kraft eben gleich dieser Gewichtskraft und es
folgt:

FreS:ng—m-g;m-a = a=—g (C.15)

Exakte Losung: Gleichung (C.4) beschreibt die exakte Ortsfunktion s(t) fiir den Fall einer gerad-
linigen Bewegung mit konstanter Beschleunigung. Das ist praktisch, denn so kdnnen wir gut
vergleichen, ob unsere Simulation das erwartete Ergebnis liefert. Mit ¢ = —g lautet diese
exakte Ortsfunktion:

s(t) :so—i-uo-t—g-tQ (C.16)

Simulation: Zur Simulation mittels der Gleichungen (C.13) und (C.14) miissen wir uns einen hin-
reichend kleinen, aber eben nur endlich kleinen Zeitschritt At vorgeben. Abb. C.4 zeigt die
Resultate fiir drei verschiedene Werte von At.
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Simulation senkrechter Wurf ohne Luftwiderstand
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Abbildung C.4: Simulation des senkrechten Wurfs ohne Luftwiderstand. Die Kurven zeigen die Daten
aus Simulationen mit verschieden langen Zeitschritten.

Diskussion der Simulationen: In Abb. C.4 sehen wir schwarz die exakte Kurve fiir den Wurf ohne
Luftwiderstand. In Farbe sind die Resultate dreier Simulationen mit At = 0.05s (rot), At =
0.2s (griin) und At = 0.5s (blau) eingetragen. Erkennbar sind die Simulationspunkte, die
durch gerade Linien miteinander verbunden wurden.

e Die Simulation mit At = 0.05s kommt der exakten Kurve schon sehr nahe, obwohl eine
Zwanzigstelsekunde noch kein besonders kleiner Wert fiir den Zeitschritt ist.

e Je grosser der Zeitschritt At gewadhlt wird, desto mehr weicht die Simulation vom exakten
Wert ab. Dabei liegen die Simulationskurven alle oberhalb der exakten Kurve. Das kdnnen
wir auch gut nachvollziehen: Die Geschwindigkeit v, mit der die Strecke As wahrend
des Zeitschrittes At berechnet wird, ist diejenige vom Anfang des Zeitschrittes. Die
Geschwindigkeit nimmt aber im Laufe von At bereits ab. Das bedeutet, As wird stets
mit einer zu grossen Geschwindigkeit berechnet.

Verbesserungsidee: Wenn wir uns bewusst werden, dass die Strecke As offensichtlich mit einer
falschen Geschwindigkeit v berechnet wird, kdnnen wir uns ja auch iliberlegen, wie sich das
verbessern liesse. Eine unmittelbare und sehr einfache Idee ist, As nicht mit v, sondern mit
einer einfachen N3herung ¢ fiir die Durchschnittsgeschwindigkeit wahrend dem Zeitschritt At
zu berechnen. Fiir diese Ndherung setzen wir an:

V+Upen v+ (W+Av) 204 Av Av

P pu— pu— —_— C.]-?
2 2 2 vt (€.17)
Es ist klar, dass uns © bei der Berechnung von As jeweils zur Verfiigung steht, denn wir kdnnen
ja immer zuerst Av = a- At berechnen, bevor wir uns der Berechnung von As widmen. Diese

sieht dann folgendermassen aus:

i}:

2

Im Falle einer gleichmassigen Geschwindigkeitsdanderung, wie wir sie beim senkrechten Wurf
ohne Luftwiderstand vorliegen haben, ist ¥ sogar exakt gleich der Durchschnittsgeschwindigkeit
wahrend At. Das hat zur Folge, dass die Simulationswerte komplett mit den exakten Werten
ibereinstimmen.

A
As:@-At:<v+—”>-At (C.18)
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C.4 Simulationen des senkrechten Wurfs mit Luftwiderstand

Der Luftwiderstand F7, eines Objektes alltdglicher Gréssenordnung hangt in der Regel quadratisch
von der aktuellen Geschwindigkeit v ab. Fiir seinen Betrag kdnnen wir also schreiben:

Fi, =c-v? (C.19)

Dabei enthalt der Parameter ¢ alle weiteren relevanten Aspekte, wie die Luftdichte, die Form des
Objektes und dessen Fliache gegen den Luftstrom. Auf diese Aspekte wollen wir hier nicht ndher
eingehen, aber es seien zumindest ein paar realistische c-Werte angefiihrt:

N-s?

Fussball (d = 22 cm): c=0.012 —;
m

2

Baseball (d = 7.4cm): c¢=0.0014

2

Golfball (d = 4.3 cm): ¢ = 0.00046

Der Luftwiderstand wirkt stets entgegengesetzt zur aktuellen Bewegungsrichtung. Dieser Umstand
muss bei der Berechnung der resultierenden Kraft mit beriicksichtigt werden. Wir schreiben (positive
Richtung = nach oben):

Fes=Foc+FL=—-m-g—c-v- v (C.20)

Fiir v > 0 (Aufwéartsbewegung) ist F1, = —c- v - |v| negativ und wirkt somit nach unten. Fiir v < 0
(Abwartsbewegung) wird Fy, positiv und zeigt somit auch wieder gegen die Richtung von v.

Damit wissen wir, wie Fies und die Beschleunigung a = % zu jedem beliebigen Zeitpunkt
berechnet werden konnen. D.h., wir sind bereit fiir die Simulation!

Konkrete Simulationsdaten und Diskussion

Betrachten wir einen Fussball (m = 430g), der von einem 70 m hohen Turm mit vg = 25 % senkrecht
in die Luft gekickt wird. Wir rechnen mit hinreichend kleinen Zeitschritten At = 1ms = 0.001s und
verwenden die optimierte Variante fiir die Streckenberechnung aus Gleichung (C.18). Abb. C.5 zeigt
das Resultat, wobei zum Vergleich auch die exakte Lésung ohne Luftwiderstand eingezeichnet ist.

e Oben in Abb. C.5 sehen wir das t-s-Diagramm. Dabei sehen wir sofort die Konsequenz des
Luftwiderstandes. Mit Luftwiderstand erreicht der Ball deutlich friiher den toten Punkt als
ohne. Die erreichte Maximalhche ist entsprechend geringer.

Auch beim Fallen schldgt der Luftwiderstand wieder zu. Der Ball wird nicht beliebig schnell,
sondern fallt nach relativ kurzer Zeit mit nahezu gleichférmig. Tatsachlich wiirde der Ball den
Boden (s = 0) ohne Luftwiderstand friiher erreichen.

e Das t-v-Diagramm unten in Abb. C.5 zeigt, wie die Geschwindigkeit anfanglich wegen des
Luftwiderstandes rascher abnimmt als ohne. Danach verandert sich die Geschwindigkeit mehr
oder weniger gleichmissig, solange |v| nahe bei 0 liegt.

Je schneller der Ball nach unten fillt, desto mehr schlagt der Luftwiderstand zu. Er wird
so stark, dass der Ball eben nicht beliebig schnell werden kann, sondern sich vielmehr einer
Endgeschwindigkeit venq anndhert. Diese Endgeschwindigkeit kann bereits vorab vorhergesagt
werden. Zu ihr gehort das Kréftegleichgewicht zwischen Gewichtskraft und Luftwiderstand,
woraus folgt:

B -  fmg  [043kg-981%  m
|FL|_|FG| = C Vgpg=MmM-g = |’Uend|— p _\/ 001 l\rIns; s N19:

Diesen Grenzwert entdecken wir auch im t-v-Diagramm, natiirlich mit negativem Vorzeichen.
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Simulation senkrechter Wurf mit Luftwiderstand
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Abbildung C.5: Simulation des senkrechten Wurfs mit Luftwiderstand (¢-s- und t-v-Diagramm).
Zusatzlich eingetragen sind die exakten Werten fiir den senkrechten Wurf ohne Luftwiderstand.

C.5 Simulation des Federpendels

Bei einem Federpendel schwingt eine Gewicht an einer Spiralfeder hingend auf und ab. Abb. C.6
zeigt rechts die reale Anordnung.

Reale Messung mit dem Bewegungssensor

Die Schwingung des Pendels wird mit einem Ultraschall-Distanzmessgerat (= Bewegungssensor)
aufgenommen, der 25 Ortsmessungen pro Sekunde vornimmt. So ergeben sich die Messpunkte im
Diagramm in Abb. C.6 links. Die Datensoftware kann dann versuchen eine mathematisch exakte
Sinuskurve mit den iblichen Streckungs- und Verschiebungsparametern iiber diese Punkte zu legen:

h(t)=A-sin(B-(t—C))+D (C.21)

Dabei steht A fiir die Amplitude der Schwingung, fiir den horizontalen Streckungsparameter B
schreiben wir bei zeitabhdngigen Schwingungen in der Regel w und meinen damit die Kreisfrequenz,
C steht fiir eine horizontale Verschiebung, hier also eine zeitliche Verschiebung, und D fiir die
mittlere Hohe der Pendelschwingung, die auch gleich der Ruhelage des Pendels ist.
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Auto Fit for: Latest | Hohe h(t)
h(t) = A*sin(B*(t-C))+D

a
A: 0.03479 +/- 6.668E-05
B: 8.507 +/- 0.002607

0.2+ C: -9.617 +/- 0.003360 |

D: 0.5142 +/- 4.725E-05
Correlation: 0.9999
RMSE: 0.0003748 m
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Abbildung C.6: Die Schwingung eines Federpendels: Die mathematisch exakte Sinuskurve deckt sich
unglaublich gut mit den Datenpunkten. Das Pendel schwingt offensichtlich sinusférmig.

Wie wir in Abb. C.6 sofort erkennen, liegen die Messpunkte praktisch perfekt auf der mathematisch
exakten Sinusfunktion h(t).

‘ Ein Federpendel schwingt sinusférmig!

Zumindest stimmt diese Aussage sehr gut, solange wir relativ kurze Zeitraume betrachten und somit
die Reibung vernachlassigen kénnen. Ohne Reibung wiirde das Pendel im Prinzip unendlich lange mit
gleicher Amplitude weiter schwingen. Dies bezeichnet man als ungeddmpfte Schwingung. Diese
mochten wir zuerst simulieren.

Ansatz fiir die resultierende Kraft

Zur Simulation missen wir liber die resultierende Kraft F..; Bescheid wissen. Auf das Gewicht
wirken nur zwei Krifte, einerseits eine konstante Gewichtskraft o = —m - g nach unten, ande-
rerseits eine sich laufend verandernde, aber immer nach oben ziehende Federkraft Fr > 0. Fiir die
resultierende Kraft kdnnen wir daher schreiben:

Fres:FF+FG:FF_m'g (C22)

Dehnung, Federkonstante und Federgesetz

Die Federkraft eines elastischen Gegenstandes ist stets eine riicktreibende Kraft. Sie versucht den
elastischen Gegenstand wieder in seine entspannte Lage h.t zu bringen. Bei unserem Federpendel
befindet sich Ayt weit oberhalb aller Hohen h(t), die das Pendel wihrend seiner Schwingung abfahrt:
hent > h(t) fur alle ¢.

Die Strecke d(t) = h(t) — hent ist die aktuelle Dehnung des Pendels, also die Strecke, um die
das Pendel zum Zeitpunkt ¢ aus seiner entspannten Lage ausgelenkt ist. Wegen hene > h(t) fiir alle
t hat d(t) im Falle unseres Federpendels immer einen negativen Wert — die Feder ist stets gegen
unten aus ihrer entspannten Lage ausgelenkt.
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Nun weisen Spiralfedern und einige andere elastische Gegenstidnde die bemerkenswerte Eigen-
schaft auf, dass ihre aktuelle Federkraft Fy genau proportional zur Dehnung d(t) ist. Dieser Zusam-
menhang wird als Hookesches Gesetz oder einfach als Federgesetz bezeichnet. Es gilt also:

Federgesetz (Hooke): Fr=—k-d(t) (C.23)

Dabei beschreibt das Minuszeichen, dass die Federkraft eine riicktreibende Kraft ist — Ff wirkt stets
gegen die Dehnung d(t) — wahrend die Federkonstante £ iiber die Stéarke oder Harte der Spiralfeder
Auskunft gibt. Sie wird in % (“Newton pro Meter”) angegeben. Um eine Feder mit k = 14% um
einen ganzen Meter zu dehnen, wiirden also 14 N Kraft benétigt. Oder anders: Wird diese Feder um
einen Meter gedehnt, so zieht sie mit 14N Kraft zuriick.

Formulierung der resultierenden Kraft mit Ortsnullpunkt in der Ruhelage

Setzen wir das Federgesetz (C.23) in die Gleichung fiir die resultierende Kraft (C.22) ein und bauen
wir zusatzlich die Definition der Dehnung d(t) mit ein, so erhalten wir neu:

Fres = —k-d(t)—m-g=—k- (h(t) — hent) —m-g =k hent — k-h(t)—m-g (C.24)
Das sieht im ersten Moment einigermassen uniibersichtlich aus, lasst sich aber durch die Betrachtung
der Ruhelage und die geschickte Einfiihrung einer neuen Ortsvariable deutlich vereinfachen:

Ruhelage h.yn: Mit Ay, wollen wir die Ruhelage des Pendels bezeichnen. Auf dieser Hohe wird
das reale Pendel aufgrund der Reibung nach langerer Zeit zum Stillstand kommen.

In dieser Ruhelage muss ein Kraftegleichgewicht zwischen Federkraft nach oben und Gewichts-
kraft nach unten herrschen (Fies = 0). Daraus folgern wir:

Fros=Fk hont —k-hpan —m-g =0 = k-hept =k hrn +m - g (C.25)

Ortsfunktion s(t): Wir setzen nun diesen neuen Ausdruck fiir & - heyt in den Ausdruck (C.24) fiir
die resultierende Kraft ein:

Fes=Fk -hent —k-h(t)—m-g=k-hygn+m-g—k-h(t)—m-g
— o hyan — - B(t) = k- (Bran — h(t)) = —k - (A(t) — hyup)

Durch dieses Einbauen der Ruhelage hat sich die Gewichtskraft m - g heraus subtrahiert und
auch die entspannte Hohe ist nicht mehr im Ausdruck fiir Fi enthalten!

Nochmals einfacher wird dieser Ausdruck, wenn wir die Hohenlage von der Ruhelage h,.un
aus angeben, also den &rtlichen Nullpunkt in die Ruhelage verlegen. Wir wollen hierfiir unsere
Ortsfunktion s(t) verwenden. Es sei also s(t) = h(t) — hyun. Damit folgt:

Fres = —k - s(t) (C.26)

Das sieht ja aus wie das Federgesetz (C.23)! Die resultierende Kraft ist also eine “zur Ruhelage

riicktreibende Federkraft”, denn s(t) steht ja fiir die Auslenkung des Pendels aus der Ruhelage.
Parameterwerte und Startvorgaben zur Simulation des ungedampften Federpendels

Mit dem Ausdruck (C.26) fiir Fies sind wir nun bereit fiir die Simulation, denn zu jedem beliebigen
Zeitpunkt t kdnnen wir jetzt die Beschleunigung a = F;)‘js berechnen.
Das Simulationspendel wollen mir mit folgenden Parameterwerten “ins Rennen schicken”:

Anfangsbedingungen: Ich lasse das Pendel zum Zeitpunkt ¢ =0 am Ort sp = —10cm = —0.1m
los. Der Graph von s(t) miisste folglich einer vertikal gespiegelten Cosinuskurve entsprechen.

Federkonstante k und Masse m: Unser Federpendel besitze eine Federkonstante £ = 11 g und
die Masse des Pendels betrage m = 150g = 0.15 kg.
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Simulation ungedampftes Federpendel
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Abbildung C.7: Simulation des ungeddampften Federpendels. Zusatzlich eingetragen sind die Werte
der exakten Sinus- resp. Cosinusfunktion, deren Amplitude konstant bleibt.

Diskussion der Simulation

Die in Abb. C.7 wiedergegebene Simulation arbeitet mit einem Zeitschritt At = 1ms = 0.001s
und verwendet die optimierte Streckenberechnung aus Gleichung (C.18). Was kdnnen wir darin im
Vergleich mit den exakten Werten der mathematisch reinen Sinuskurve erkennen?

e Wie wir es schon bei der Simulation des senkrechten Wurfs gesehen hatten, ergeben sich nach
und nach Abweichungen zwischen der Simulation und den exakten Werten. Hier summieren
sich diese Abweichungen offenbar immer weiter auf, sodass die Amplitude zunichst langsam,
dann aber immer schneller anwichst und die Simulation so immer falscher wird.

e Gleichzeitig ist bemerkenswert, dass die Frequenz der Simulation durchaus konstant zu bleiben
scheint und auch dann noch mit der exakten Frequenz iibereinstimmt, wenn die Amplitude
“explodiert”.

Moment mal! Woher kennen wir denn {iberhaupt den exakten Verlauf der ungedampften Pendel-
schwingung?! Woher stammt die exakte Kurve in Abb. C.77 Wie ermitteln wir diese exakte Ldsung,
die hier offenbar existiert und durch eine Sinus- resp. Cosinusfunktion gegeben ist?

Nochmals anders gefragt: Wie legt das Pendel seine Frequenz fest? Natiirlich haben wir darauf
bereits “physikalische” Antworten: Je starker die Feder, desto schneller wird das Pendel schwingen.
Und: Je grosser das angehdngte Gewicht, umso langsamer wird die Schwingung sein (Tragheit). Diese
Antworten haben aber erst qualitativen Charakter. Wie die Frequenz effektiv von Federkonstante &
und Pendelmasse m abhangt, wissen wir noch nicht genau. Ausserdem ist noch nicht geklart, ob
nicht auch die Amplitude einen Einfluss auf die Pendelfrequenz hat. Schwingt das Pendel nicht
rascher, wenn ich das Gewicht am Anfang weiter nach unten ziehe und dann loslasse?

In den nachsten beiden Abschnitten werden wir uns die exakte Schwingungsfunktion mathema-
tisch erarbeiten. Dabei gibt es enorm viel Neues zu sehen und zu verstehen. Tatsachlich blicken wir
nun ein erstes Mal auf die tieferen mathematischen Strukturen der Newtonschen Mechanik!
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C.6 Das Newtonsche Aktionsprinzip als Differentialgleichung

Das Aktionsprinzip beschreibt den Zusammenhang zwischen der Beschleunigung a und den auf den
Korper wirkenden Kraften — Letztere werden zur resultierenden Kraft Fies zusammengefasst:

Fes=m-a (C.27)

Fir die einzelnen in Fie enthaltenen Krafte kennen wir typischerweise je ein Kraftgesetz, z.B.
Fg = m-g fiir die Gewichtskraft, Fp = k-d fiir die Federkraft oder Fj, = c-v? fiir den Luftwiderstand.
Diese Kraftgesetze hangen vom Ort s, von der Geschwindigkeit v und allenfalls von der Zeit t ab.! Wir
kdnnen also die resultierende Kraft als Funktion von ¢, s(¢) und v(t) auffassen und das Aktionsprinzip
wie folgt notieren:

Fres(t, s(t),v(t)) = m - a(t) (C.28)

Und nun erinnern wir uns an den Abschnitt C.1 resp. an die Feststellung, dass die Momentange-
schwindigkeit v(¢) und die momentane Beschleunigung a(t) als Ableitungen der Ortsfunktion s(t)
verstanden werden kénnen (vgl. Gleichung (C.3)):

v(t) = §'(t) und a(t) ='(t) = s"(t)
Damit schreiben wir (C.28) nochmals neu:
Fres(t, s(t),s'(t)) = m - s"(t) (C.29)

Die vielen Funktionsklammern machen diese Gleichung etwas uniibersichtlich. Deshalb verwende ich
ab hier die Newtonsche Punktnotation fiir Ableitungen nach der Zeit (vgl. Anhang A). D.h.,
ich schreibe § statt s'(¢) und § anstelle von s”(t). Ausserdem lasse ich bei der Ortsfunktion s(t) die
Klammer weg — wir wissen, dass es sich um eine von der Zeit ¢ abhadngige Funktion handeln soll.
Mit dieser Notation wird (C.29) zu:

Fres(t,s,8) =m - 3§ (C.30)

In dieser Form ist das Aktionsprinzip plotzlich ganz neu zu verstehen! Es handelt sich nun um eine
Gleichung fiir die Ortsfunktion s(¢), die zu jedem beliebigen Zeitpunkt ¢ erfiillt sein soll. Sie stellt eine
Beziehung auf zwischen der 2. Ableitung s auf der rechten Gleichungsseite und irgendeiner Kombi-
nation aus Variable ¢, Funktion s und 1. Ableitung $, die auf der linken Seite in den verschiedenen
Kraftgesetzen auftauchen konnen.

Differentialgleichungen

Gleichung (C.30) gehért zu einem neuartigen Gleichungstyp! lhre Lésungen
sind nicht mehr einzelne Zahlen x, fiir die sie stimmt, sondern stattdessen
ganze Funktionen s(t), die die Gleichung zu allen Zeitpunkten t erfiillen!

Weil in dieser Gleichung Ableitungen der gesuchten Funktion s(t) auftreten,
bezeichnen wir sie als Differentialgleichung.

Das Aktionsprinzip (C.27) ist also stets eine Differentialgleichung fiir die Ortsfunktion s(t), denn auf
der rechten Seite steht mit der Beschleunigung a auf jeden Fall die 2. Ableitung § von s(t).

1Zur Verdeutlichung einer von der Zeit t abhingigen Kraft fiige ich hier ein Beispiel an: Angenommen, ich gebe
dem Korper wéhrend einer halben Sekunde einen Stoss mit 45 N, so ist dies eine zeitlich eingeschrankte Kraftwirkung.
Starte ich damit z.B. zum Zeitpunkt ¢ = 3 s, so lautet das Kraftgesetz fiir meine Stosskraft:

45N fir3s <t <35s
Fstoss(t) = { 0 sonst

Fstoss(t) ist ganz offensichtlich eine direkt von der Zeit ¢ abhingige Kraft. Mit der Abh&ngigkeit von ¢ ist also nicht
die indirekte Zeitabhangigkeit via s(t) oder v(t) gemeint.
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Veranschaulichung am Beispiel der gleichmassig beschleunigten Bewegung

Da wir in der 1. Klasse noch nichts iiber die Differenzialrechnung, geschweige denn iiber Differen-
tialgleichungen wussten, mussten wir uns in der Behandlung von Kraftsituationen auf die einfachst
moglichen Félle einschranken. Das waren diejenigen Situationen, in denen sich die verschiedenen
Krafte nicht verandern und die resultierende Kraft folglich konstant bleibt. Wir verstehen nun ganz
genau, was das bedeutet:

m=Kkonst.
Fles = m - a = konst. =

a = § = konst. (C.31)
Verdndert sich die Kraftsituation nicht (Fi.s = konst.), so beschleunigt der Kérper gleichmissig.
Die 2. Ableitung § der Ortsfunktion s muss eine konstante Funktion sein.

Nun sind konstante Funktionen Polynome 0. Grades: § = ag-t". Dann muss aber die Ortsfunktion
s selber ein Polynom 2. Grades sein, denn nur quadratische Funktionen haben die Eigenschaft, dass
ihre zweite Ableitung eine Konstante ist.

Tatsachlich wissen wir ganz genau, wie s in diesem Fall aussieht. Den Zusammenhang hatten
wir ndmlich bereits am Ende des Abschnittes C.1 im Beispiel oben auf Seite 57 festgehalten:

st =so+wt+5 8 = wl)=s=wtat = alt)=i=a (C.32)
Bemerke (!!!): Zur selben konstanten Beschleunigung a = konst. gibt es offenbar unendlich viele
Ortsfunktionen s(t) mit § = a. Die beiden Parameter sp und vy verschwinden namlich bei der
zweimaligen Ableitung und kdnnen folglich im Prinzip beliebig gewahlt werden. Fiir die Erfillung
der Differentialgleichung sind sie irrelevant.

Allgemeine Aussagen zu Differentialgleichungen

Ordnung einer Differentialgleichung: Ist die n-te Ableitung die hochste Ableitung, mit der die
gesuchte Funktion in einer Differentialgleichung auftritt, so sprechen wir von einer Differen-
tialgleichung n-ter Ordnung.

Das Newtonsche Aktionsprinzip Fies = m - § ist also stets eine Differentialgleichung zweiter
Ordnung fiir die Ortsfunktion s(t).

Allgemeine Losung und frei wahlbare Parameter: Alle von uns betrachteten Funktionen sind
Vorschriften, wie eine erste reelle Zahl auf eine zweite reelle Zahl abgebildet werden soll
(f : R — R). Bei Differentialgleichungen fiir solche “einfachen” Funktionen gilt: Die all-
gemeine Losung einer Differentialgleichung n-ter Ordnung weist genau n frei wahlbare
Parameter auf.

Die allgemeine Losung fiir eine Ortsfunktion s(t), die wir aus dem Newtonschen Aktionsprinzip
Fres = m - § erhalten, enthadlt somit stets zwei frei wahlbare Parameter, denn es handelt sich
ja immer um eine Differentialgleichung zweiter Ordnung.

Rand- resp. Anfangsbedingungen: Hiufig suchen wir nach einer ganz bestimmten Ldsung der
Differentialgleichung, also fiir eine Funktion, bei der die frei wahlbaren Parameter ebenfalls
festgelegt sind. Dazu bendtigen wir bei einer Differentialgleichung n-ter Ordnung n zusétzliche
Gleichungen, die in der Mathematik als Randbedingungen bezeichnet werden.

Haben wir zu einer Kraftsituation aus dem Newtonschen Aktionsprinzip Fies = m - § die
allgemeine Losung fiir die Ortsfunktion s(¢) bestimmt, so bendtigen wir zwei weitere Angaben,
um die darin auftretenden frei wahlbaren Parameter fiir das konkrete Problem festzulegen. In
der Regel sind dies die sogenannten Anfangsbedingungen, also vorgegebene Werte fiir den
Startort so = s(0) und die Anfangsgeschwindigkeit vy = 5(0).
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Der senkrechte Wurf ohne Luftwiderstand als konkretes Beispiel

Beim senkrechten Wurf ohne Luftwiderstand ist F; die einzige wirkende Kraft und somit auch gleich
Fles. Zeigt die Ortsachse nach oben, so ist es eine negative Kraft. Wir notieren das Aktionsprinzip
als Differentialgleichung und folgern fiir die 2. Ableitung der Ortsfunktion:

Wir haben genau den Fall einer glecihmissig beschleunigten Bewegung vor uns, denn die Beschleu-
nigung § ist eine konstante Funktion. Die allgemeine Losung fiir die Ortsfunktion lautet somit:

s(t) = s+ v - £ — g 2 (C.34)
Wird vorgegeben, von welcher Hohe sg aus und mit welcher Anfangsgeschwindigkeit vy der senk-
rechte Wurf gestartet wird, so legen diese beiden Anfangsbedingungen genau eine bestimmte Orts-
funktion s(t) fest.

Nochmals: Egal, ob ich einen Stein vom Boden in die Luft schleudere, ihn von einem Turm falle
lasse oder ihn in einen Brunnenschacht hinunterwerfe, die Ortsfunktion wird durch (C.34) beschrie-
ben. Die Anfangsbedingungen sy und vy haben in jeder dieser Situationen andere Werte, I0sen
aber alle die Differentialgleichung (C.33). Letztere umfasst alle moglichen senkrechten Wiirfe ohne
Luftwiderstand!

Der senkrechte Wurf mit Luftwiderstand

Die Differentialgleichung (C.33) fiir den senkrechten Wurf war sehr einfach, eben weil sich die
auf das Objekt wirkende resultierende Kraft nicht verdndert. Geben wir einen quadratisch von der
Geschwindigkeit abhdngenden Luftwiderstand hinzu, so landen wir beziiglich der resultierenden Kraft
bei Gleichung (C.20) auf Seite C.20. Formulieren wir damit das Aktionsprinzip:

Fres:FG+FL:_m'g—C'U"U’;m'a (C35)

Betrage sind in ihrer Handhabung manchmal etwas miihsam. Hier arbeiten wir am besten mit einer
Fallunterscheidung, einmal fiir v > 0 (Korper wahrend des Aufstiegs) und einmal fiir v < 0 (Korper
im Fallen).

Ich betrachte hier nur den zweiten Fall. Der Korper sei also am Fallen, sodass fiir alle betrachteten
Zeitpunkt ¢ die Geschwindigkeit v(¢) < 0 ist. Dann lautet das Aktionsprinzip resp. die daraus folgende
Differentialgleichung fiir s(t):

Fallen: —m-g+c-v*=m-a = —-m-g+c-§=m-§ (C.36)

Die Geschwindigkeit des Objekts n3hert sich immer mehr einer Endgeschwindigkeit an, die sich aus
dem Kréaftegleichgewicht |Fg| = |F1| ergibt:

m-g=c-vi4 = c:y (C.37)
Vend
Setzen wir diesen Ausdruck fiir den Luftwiderstandsparameter ¢ in die Differentialgleichung (C.36)

ein, so kirzt sich die Masse heraus und wir schreiben:

-2
m - S
end end

Vend darf librigens als bekannter Parameter angenommen werden, denn die Endgeschwindigkeit hangt
einfach davon ab, was fiir ein Objekt (Flache, Dichte, Form) sich durch welches Medium (Gas mit
bestimmter Dichte) bewegt.
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Tatsachlich l3sst sich die Differentialgleichung (C.38) I6sen, allerdings tritt dabei mit dem Co-
sinus hyperbolicus cosh z ein Funktionstyp auf, den wir im Rahmen der Gymi-Mathematik nicht
untersuchen. Die allgemeine Losung lautet:

s(t) = a— ”%nd : [m (Cosh <%nd_t)>> —In <Cosh <in§>>] (C.39)

Diesen komplizierten Ausdruck wollen wir gar nicht ndher verstehen. Es sei aber darauf hingewiesen,
dass er zwei Parameter o und 3 enthilt, die so zu wahlen sind, dass s(0) = so und $(0) = vy sind.
D.h., die allgemeine Losung (C.39) enthilt zwei frei wihlbare Parameter, die uns aus der Vielzahl
von Lésungen fiir die Differentialgleichung (C.38) die eine Losung herauspicken lassen, die zu den
Anfangsbedingungen — Startort sg und Anfangsgeschwindigkeit vy — passt!

N.B.: Fiir ¢ = 0 sieht man sehr rasch, dass der Ausdruck in der eckigen Klammer gleich 0 wird.
Somit ist s(0) = & und demnach muss a = s sein.

Die Losbarkeit von Differentialgleichungen

Das vorige Beispiel mit der Differentialgleichung (C.38) und zugehdriger allgemeiner Losung (C.39)
|dsst erahnen, dass das Losen von Differentialgleichungen echt kompliziert werden kann. Dabei ist
(C.38) noch gar kein sonderlich schwieriger Fall!

Oftmals ist es sogar so, dass sich eine Differentialgleichung gar nicht analytisch I6sen lasst, d.h.,
man kann ihre allgemeine Lésung nicht mit den bekannten elementaren Funktionen (Potenzen, Si-
nus, Logarithmus, Exponentialfunktion, Cosinus hyperbolicus, etc.) ausdriicken. In diesem Fall l3sst
sie sich nur mit dem Computer “lésen” (= Simulation). Das ist natiirlich nicht ganz befriedigend,
denn man sieht dann nicht direkt in einer Funktionsgleichung, wie die Losung von den Gleichungs-
parametern abhingt. Ganz unzufrieden diirfen wir damit aber auch nicht sein, denn den Zeitschritt
At konnen wir im Computer praktisch beliebig klein wahlen und somit auch iliber langere Zeiten
hinweg genaue Voraussagen erhalten.

C.7 Herleitung der exakten Losung beim ungedampften Federpendel

Wir wollen nun zum Schluss dieses Exkurses in die Newtonsche Mechanik und die Welt der Differen-
tialgleichungen noch ein Paradebeispiel komplett durchgehen. Es handelt sich um den harmonischen
Oszillator, den wir unter dem Namen ungedampftes Federpendel bereits kennengelernt haben.
Harmonische Oszillatoren spielen in der theoretischen Physik eine sehr wichtige Rolle. Z.B. kdnnen
Schwingungszustande von Molekiilen in erster Ndherung als harmonische Oszillationen aufgefasst
werden, denn in der Welt der kleinen Teilchen gibt es keine Reibung.

Am Ende von Abschnitt C.5 hatten wir uns gefragt, woher wir denn so genau wissen, dass
die exakte Ortsfunktion s(¢) des ungedampften Federpendels eine Sinus- resp. Cosinusfunktion sein
muss. Diese Frage konnen wir nun dank unserem Wissen iiber Differentialgleichungen schliissig
beantworten.

Beginnen wir beim Ausdruck aus Gleichung (C.26) fiir die resultierende Kraft beim Federpendel:

Fres = —k - s(t) (C.40)

Zur Erinnerung: s(t) ist die Auslenkung des Pendels aus der Ruhelage. k ist die Federkonstante
der Spiralfeder. Die resultierende Kraft ist eine riicktreibende Kraft, d.h., sie versucht stets das
Pendel in seine Ruhelage zuriickzubewegen — daher das Minuszeichen. Gemass dem Federgesetz ist
sie proportional zur Auslenkung s(t).
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Wir benutzen nun das Aktionsprinzip Fyes = m - a um aus (C.40) eine Differentialgleichung fiir
die Ortsfunktion s(t) zu gewinnen:

Fresz—k-s(t);m-a = —k-s=m-3§ (C.41)

Diese Gleichung wollen wir gleich noch etwas umstellen, indem wir durch die Pendelmasse m teilen:

k
Differentialgleichung zum Federpendel: §=——"-s (C.42)
m

Von der Intuition zum Funktionsansatz

Die Differentialgleichung (C.42) fragt: “Welche Funktion s(¢) hat die Eigenschaft, dass ihre 2.
Ableitung § das Negative der Funktion selber ist?”

Wer sich in den Funktionsableitungen auskennt, wird sofort ausrufen: “Die Sinusfunktion!” Klar:
[sinz]’ = cosx und [cosx] = —sinz, also in der Kombination: [sinz|” = —sin x.

“Aber Cosinus doch auch!” ruft jemand anders. Tatsichlich: [cosx]” = [—sinz] = — cos z.

Und schon haben wir zwei einzelne Losungen gefunden — zumindest fast: Irgendwie muss auch
noch der Bruch % entstehen. Dieses Problem wird sich aber fast von selber 16sen, wie wir gleich
sehen werden. Zunachst stellen wir einfach fest, dass die Sinus- aber auch die Cosinusfunktion als
Kandidaten fiir eine Lésung in Frage kommen.

Diese Schwingungsfunktionen sollen von der Zeit ¢ abhdngen. Dafiir schreiben wir in aller Regel
sin(wt) resp. cos(wt), wobei w fiir die Kreisfrequenz steht, die wie folgt mit der Frequenz f und
der Periode T der Schwingung zusammenhangt:

2
Kreisfrequenz: w=2m-f= % (C.43)

Sowohl die Sinus-, als auch die Cosinusfunktion kommen fiir die Lésung in Frage. Fiir die allgemeine
Losung der Differentialgleichung (C.42) setzen wir daher an:
Funktionsansatz: s(t) = A-sin(wt) + B - cos(wt) (C.44)

Zunachst ist dieser Ansatz ein Resultat der Intuition, den wir verstehen, weil wir liber die Ablei-
tungseigenschaften von Sinus und Cosinus Bescheid wissen.

Dass wir eine Summe einer Sinus- und einer Cosinusfunktion notieren, ist aber gut begriindet,
namlich durch die Ableitungsregel fiir Summen resp. Differenzen, die schon vor Langem, namlich
im Abschnitt 2.3 kennengelernt hatten. Erfiillen A - sin(wt) und B - cos(wt) einzeln die Differenti-
algleichung (C.42), so gilt das sicher auch fiir ihre Summe.

Ableitungen des Funktionsansatzes

Natiirlich miissen wir nun aber {berpriifen, ob unser Ansatz wirklich passt. Dafiir leiten wir ihn
zweimal ab und setzen ihn danach in die Differentialgleichung (C.42) ein:

s(t)
= v(t)=$=A- cos(wt) w— B-sin(wt) -w
=w- (A-cos(wt) — B-sin(wt))

s=A-sin(wt)+ B - cos(wt)

= at) =§=w-(—A-sin(wt)-w— B cos(wt) - w)
= —w? (A sin(wt) + B cos(wt))
= —w?-s

Dabei springt bei jedem Ableitungsschritt ein Faktor w aus der Sinus- resp. aus der Cosinusfunktion
heraus — Stichworte: Kettenregel und innere Ableitung!
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Zuriickeinsetzen in die Differentialgleichung und Folgerungen

Jetzt setzen wir diese zweite Ableitung in die Differentialgleichung (C.42) ein:

. k k
§—=—— -8 = _w2-3:——-5 (C45)
m m
Das ist ein tolles Zwischenresultat, denn nun bemerken wir, dass wir —s herauskiirzen kénnen und

somit die in s(¢) enthaltene Zeitvariable ¢ gar nicht mehr in der Gleichung auftritt:

Das bedeutet, unser Ansatz (C.44) erfiillt die Differentialgleichung (C.42) zu jedem beliebigen Zeit-
punkt t. Er ist somit goldrichtig! Allerdings sind nicht beliebige Kreisfrequenzen w erlaubt. Vielmehr
muss gelten:

k
Festlegung der Kreisfrequenz: w=4/— (C.47)
m

Damit wissen wir endlich, wie die Frequenz der Pendelschwingung festgelegt wird! Das ist ein starkes
Resultat, das wir erst aufgrund des Verstandnisses fiir die Differentialrechnung resp. fiir Differen-
tialgleichungen erhalten konnten. Nun ist lbrigens auch klar, weshalb in der Sinus- und in der
Cosinusfunktion dieselbe Kreisfrequenz auftaucht. Das hatten wir anfangs anders ansetzen kdnnen,
aber an dieser Stelle hatten wir entdeckt, dass beide Teile dieselbe Kreisfrequenz beinhalten miissen.

Vollstandigkeit des Funktionsansatzes?

Ist unser Funktionsansatz vollstandig? Gabe es nicht noch weitere Funktionen, die wir zur Sinus- und
zur Cosinusfunktion hinzuaddieren kdnnten, weil sie fiir sich selber ebenfalls die Differentialgleichung
(C.42) erfiillen?

Die Antwort lautet: Nein! Unser Funktionsansatz ist tatsichlich die vollstindige allgemeine
Losung zu (C.42).

Diese Sicherheit ist fiir uns zum jetzigen Zeitpunkt nur bedingt plausibel, weil wir uns noch
nicht vertieft mit Differentialgleichungen auseinandergesetzt haben (und dies im Rahmen der Gymi-
Mathematik auch weiterhin hochstens mal am Rande tun werden). Es ist aber eine Tatsache, dass
das Newtonsche Aktionsprinzip, wie wir es in Gleichung (C.30) auf Seite 66 formuliert haben, eine
normale Differentialgleichung 2. Ordnung ist und dass die allgemeine Lésung einer solchen Differen-
tialgleichung stets genau zwei unabhangige Parameter enthilt, die durch Rand- resp. Anfangsbedin-
gungen festgelegt werden.

Im aktuellen Fall des harmonischen Oszillators resp. des Federpendels sind die beiden Amplituden
A und B diese beiden unabhidngigen Parameter. Gdbe es neben der Sinus- und der Cosinusfunktion
noch eine dritte Funktion, die die Differentialgleichung (C.42) I6sen wiirde, so kénnten wir sie eben-
falls mit einem unabhangigen Vorfaktor C' versehen und in der allgemeinen Lésung hinzuaddieren.
Dann hatten wir aber bereits drei unabhangige Parameter, also zu viele fiir eine Differentialgleichung
2. Ordnung. Daher muss der Funktionsansatz s(t) = A - sin(wt) + B - cos(wt) vollsténdig sein.

Welche Werte die beiden Amplituden A und B ganz konkret haben, muss sich aus unseren
Anfangsbedingungen ergeben. Dazu in Kiirze mehr.

An diesem Punkt wollen wir es aber nicht verpassen zu bemerken, dass die Amplituden A und
B fiir die Kreisfrequenz w (also fiir die Frequenz f und fiir die Periode T") keine Rolle spielen. Egal,
wie stark das Federpendel gerade ausschlagt, ein einmaliges Auf und Ab wird stets gleich viel Zeit
beanspruchen und das Pendel wird pro Sekunde stets gleich viele Schwingungen absolvieren!
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Bestimmung der Amplituden A und B aus den Anfangsbedingungen

In der Pendelsimulationvon Abschnitt C.5 hatten wir deklariert, wie das Federpendel gestartet werden
soll: Ich ziehe die Pendelmasse aus der Ruhelage (s = 0) um 10 cm nach unten und lasse dann los.
Das Pendel hat zu Beginn also keine Geschwindigkeit. Unsere Anfangsbedingungen lauten somit:

so = s(0) = =0.1m und vo = 5(0) =0 (C.48)

Wie miissen A und B gewahlt werden, damit diese Anfangsbedingungen erfiillt sind? Durch Einsetzen
des Zeitpunktes ¢ = 0 in unseren Funktionsansatz finden wir:

!

s(0) =A-sin(w-0)+B-cos(w-0)=A-0+B-1=B = —0.1m

Damit kennen wir bereits den Parameter B. Um den Wert von A zu bestimmen, setzen wir ¢ = 0 in
die 1. Ableitung von s(t), also in die Geschwindigkeitsfunktion v(t) ein:

v(t)=5=A cos(wt) - w—B-sin(wt) -w=w- (A cos(wt) — B-sin(wt))
= U(O):w-(Acos(w-O)—Bsin(w-O)):w-(A-l—B-O):wA;0 = A=0

Damit haben wir A und B ermittelt und kdnnen die exakte Ortsfunktion s(t) zu unserer Pendel-
schwingung notieren:

s(t) = Asin(wt) + B cos(wt) =0-sin(wt) —0.1m - cos(wt) = —0.1m - cos(wt) (C.49)

Abschluss: Die exakte Ortsfunktion zur Simulation der ungedampften Pendelschwingung

Zum Schluss berechne ich der Vollstandigkeit halber noch Kreisfrequenz, Frequenz und Periode zu
unserer Pendelsimulation. Gegeben waren dort die Federkonstante £ = 11 % und die angehdngte
Pendelmasse m = 0.15 kg, woraus folgt:?

ey 256 ]
YTV T\ oske - O
Mit w =2nf = 2% finden wir daraus:
9.66 1 2 2
f=Z =5 _136H, und T="=_—""_—0734s
2 2w w 9.66

In Abb. C.7 auf Seite 65 zu unserer Federpendelsimulation ist insbesondere die Periodenlange — eine
knappe Dreiviertelsekunde — gut zu erkennen. Nun kdnnen wir endlich die vollstandige Funktions-
gleichung fiir die dort eingezeichnete exakte Ortsfunktion angeben und wissen, wo sie herkommt:

s(t) = —0.1m - cos <8.56§ -t> (C.50)

Wie damals schon bemerkt handelt es sich um eine negative Cosinusfunktion, die also zum Zeitpunkt
t = 0 eben in ihrem untersten Punkt startet.

2Fiir die Einheit der Winkelgeschwindigkeit w kénnte man auch 4 schreiben, um explizit zu zeigen, dass es sich

um eine Winkelgeschwindigkeit (Winkel im Bogenmass pro Zeitspanné) handelt.
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Anhang D

Kurvendiskussion von Polynombriichen

In diesem Kapitel wenden wir uns einmal mehr den Polynomen zu. Dabei entdecken wir weitere
interessante Eigenschaften, die sich dank der Differentialrechnung gut verstehen lassen.

Die neuerliche Betrachtung von Polynome ist aber nur der erste Schritt. Im weiteren Verlauf des
Kapitels wollen wir mehr iiber sogenannte Polynombriiche oder gebrochen-rationale Funktionen
erfahren. Das sind Funktionen, die durch einen Bruch aus einem Zahler- und einem Nennerpolynom
gegeben sind. Dank der Quotientenregel sind wir in der Lage, derartige Funktion ebenfalls mittels
der Differentialrechnung zu untersuchen. Im Zuge der Kurvendiskussion von Polynombriichen inter-
essieren wir uns dann auch fiir das asymptotische Verhalten von Polynombriichen fiir |z| — oo
und bei Polstellen, also bei Nullstellen des Nennerpolynoms.

D.1 Linearfaktoren und Faktorisierung von Polynomen

P, (z) sei ein Polynom vom Grad n und besitze bei x; eine Nullstelle, sodass gilt: P,,(z1) = 0. Dann
muss sich eine Klammer (z — 1) aus P, (x) ausklammern lassen:

Po(z) = (z — 1) (bpo1- 2"+ ...+ b2+ by)

=Pn_1(2)

Die Klammer (x — x1) bezeichnen wir als Linearfaktor, weil x — x; eine lineare Funktion von x ist.
P, (z) ist also das Produkt aus einem Polynom P,,_1(z) vom Grad n — 1 und dem zur Nullstelle z
gehorenden Linearfaktor (z — z1).

Beispiel: Betrachten wir zur Veranschaulichung das folgende Polynom 4. Grades:
Pyz) =2 +22% —2 -2

Dieses Polynom weist bei 1 = 1 eine Nullstelle auf, denn P;(1) =142 —1—2 =0, sodass
sich der Linearfaktor (z — 1) = (x — 1) ausklammern |&sst:

Pyz)=a*+22° —2x-2=(z-1) (2*+ 32> + 32 +2)

= Py(a)
Neben dem Linearfaktor (z — 1) steht nun ein Polynom 3. Grades P3(x). Dieses enthilt — wie
jedes Polynom ungeraden Grades — mindestens eine weitere Nullstelle. Tatsachlich ist x5 = —2
eine Nullstelle von P3(x), denn P3(—2) = —8+412—6+2 = 0. Wir kdnnen also einen weiteren
Linearfaktor (x + 2) herausziehen:

P4(ac):(ac—l)-(ac3+3:62+3:6+2) —(z-1)-(z+2) - @ +z+1)
= P(x)
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Das neu entstandene Polynom P(x) = 22 + x + 1 enthilt keine weiteren Nullstellen mehr,
denn seine Diskriminante ist negativ (D = b? —4ac = 12 —4-1-1 = =3 < 0). Aus Py(x) lasst
sich neben (z — 1) und (x + 2) kein weiterer Linearfaktor ausklammern. Deshalb nennen wir
Py(z) = (v —1)(z+2)(2? + 2+ 1) die vollstandige Faktorisierung von P;(x). Wir kdnnten
auch von seiner Nullstellenform sprechen, weil die Nullstellen 1 = 1 und 9 = —2 in den
beiden Linearfaktoren (z — 1) und (z + 2) = (z — (—2)) direkt sichtbar sind.

Natiirlich ware es denkbar, dass sich bei einem anderen Polynom 4. Grades auch noch Ps(x) in
zwei weitere Nullstellenklammern Py(x) = (z — x3)(x — x4) zerlegen liesse. Danach waére aber
garantiert Schluss — die Zerlegung kdnnte dann vollstédndiger nicht mehr sein. Wir hatten am Ende
vier Nullstellen z1, z9, 3 und x4 gefunden und dies wire das absolute Maximum.

Ein Polynom 4. Grades kann also in maximal vier Linearfaktoren zerlegt werden und besitzt somit
maximal vier Nullstellen!

Diese Aussage wollen wir gleich verallgemeinern, denn obige Uberlegungen lassen sich ja prinzi-
piell mit einem Polynom jeden beliebigen Grades anstellen:

Maximale Anzahl Nullstellen eines Polynoms

Jedes Polynom vom Grad n hat héchstens n. Nullstellen und
kann somit in maximal n Linearfaktoren zerlegt werden.

Mit der Differentialrechnung folgen daraus sofort mehrere Aussagen fiir den Graphen einer Polynom-
funktion. Beim Ableiten eines Polynoms entsteht ja stets ein neues Polynom, dessen Grad wegen der
Potenzregel um 1 kleiner ist als derjenige des urspriinglichen Polynoms. Daraus schliessen wir:

Grafische Eigenschaften eines Polynoms vom Grad n

Der Graph eines Polynoms vom Grad n weist héchstens n
Nullstellen auf, hat maximal n — 1 Horizontal- und maximal
n — 2 Wendepunkte.

0.5
,
W, 1‘1/_)/[_{.’\‘ z
-1 .5 0 L L 2.5
Gp,
-0.5

(T‘F%)T(T*%)(f*l)(T*Q)

Abbildung D.1: P5(z) ist ein Polynom 5. Grades, das sich komplett in Linearfaktoren zerlegen l3sst.
Der Graph dazu durchliuft die zugehorigen fiinf Nullstellen, weist vier Extrema (H und T') auf und
hat drei Wendepunkte W.
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Beispiel: Wir betrachten ein Polynom 5. Grades mit bekannter vollstandiger Faktorisierung:

7 3 1 1 1
P5(:U):ac5—3x4—|—1x3+zx2—§x: <£C—|—§>'$'<ZC—§>'(£C—1)'($—2)

Bemerke: x = (z — 0) ist auch ein Linearfaktor!

Ps(x) lasst sich komplett in Linearfaktoren zerlegen. Die Funktion besitzt fiinf Nullstellen.
Abb. D.1 zeigt den Graphen, der sich durch diese Stellen auf der z-Achse schlangelt. Die 1.
Ableitung von ist ein Polynom 4. Grades, das hochstens vier Nullstellen aufweist. Somit kann
der Graph von P5(z) maximal vier Extrema aufweisen, was in diesem Beispiel tatsdchlich so ist.
Weiter gibt es maximal drei Wendepunkte, die wir ebenfalls in Abb. D.1 zu sehen bekommen.

D.2 Die Vielfachheit von Nullstellen

Bei der vollstandigen Faktorisierung eines Polynoms stellt man manchmal fest, dass sich ein- und
derselbe Linearfaktor mehrfach ausklammern lasst. Er kommt dann in der vollstandig faktorisierten
Form mehrfach vor, was wir als Potenz mit einem Exponenten > 1 zusammenfassen.

Beispiel 1: In Abb. D.2 betrachten wir den Graphen zu folgendem Polynom 3. Grades:

1 9 1
P _ = 3 2.2 _Fr_ _ 9 2
3 () 1T 6z — 5 4(x+ ) (x+5)
Wir sagen: “Die Nullstelle x1 = —2 hat die Vielfachheit 2", oder: "x; = —2 ist eine zweifache
Nullistelle” . Gleichzeitig ist x5 = —5 eine einfache Nullstelle. |hre Vielfachheit betragt 1.
Wie zu sehen ist, durchsticht der Gp, bei der einfachen Nullstelle x5 = —5 die z-Achse,
wahrend sie bei der doppelten Nullstelle 1 = —2 nur beriihrt wird.
Py(z) = 3:1737 4m2 —6x -5 !
1 0.5

1-fach

-5.5

Abbildung D.2: Bei einfachen Nullstellen wird die z-Achse durchstossen, bei doppelten nur beriihrt.

0.5

1-fach 3-fach

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
2-fach
Py(z) = 2% — 132° + 682! — 1822° — 2612° — 189z + 54

i —(@—12(-2)-(z—3)°

Abbildung D.3: Nullstellen haben aufgrund ihrer Vielfachheiten unterschiedliche Qualititen.
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Beispiel 2: Abb. D.3 zeigt den Graphen eines Polynoms vom Grad 6 mit einer einfachen, einer
doppelten und einer dreifachen Nullstelle. Bei der einfachen und bei der doppelten Nullstelle
verhilt sich der Graph so, wie wir das eben bereits gesehen haben, bei der dreifachen Nullstelle
entdecken wir einen Sattelpunkt.

Das Aussehen von Polynomgraphen bei Nullstellen hangt also von der Vielfachheit der Nullstelle ab.
Wir wollen uns merken:

Aussehen des Graphen eines Polynoms bei einer Nullstelle

Bei einer einfachen Nullstelle durchquert der Graph die x-Achse
mit einer von Null verschiedenen Steigung.

Bei einer mehrfachen Nullstelle verlduft der Graph eines Polynoms
stets horizontal und es gilt:

e Bei gerader Vielfachheit (2, 4, 6, ... ) besteht ein Extremum.
e Bei ungerader Vielfachheit (3, 5, 7, ... ) besteht ein Sattelpunkt.

Diese Aussagen lassen sich mit etwas Differentialrechnung relativ einfach beweisen. Das werden wir
in einer Ubungsaufgabe erledigen.

D.3 Polynomdivision

Das Ausklammern eines Linearfaktors resp. die Faktorisierung eines Polynoms konnten wir bis anhin
bei quadratischen Funktionen mit etwas Ubung sicher ausfiihren (binomische Formeln, Zweiklammer-
ansatz, Mitternachtsformel). Nun ist es aber an der Zeit, dafiir ein Rezept kennenzulernen, das auch
bei Polynomen héheren Grades zuverldssig funktioniert. Diesen Faktorisierungsalgorithmus nennen
wir Polynomdivision.

Rep.: Primarschul-Stécklirechnen

Wie wir gleich sehen werden, ist die Polynomdivision in ihrer Ausfiihrung direkt vergleichbar mit dem
“Stocklirechnen” fiir die Division. Repetieren wir diesen Rechenalgorithmus am Beispiel 5941 : 13:

5941:13=457

~4.13(00)= —5 2
74
~5-13(0)= —65
91
—3.27 = -91
0

Nicht bereits 5, sondern erst 59 enthalt mindestens einmal 13. Somit teilen wir zuerst 59 : 13. Das
ergibt 4 Rest 7. Die 4 ist die erste Stelle unseres Endresultates. Den Rest 7 erhalten wir, indem wir
4 - 13 von 59 subtrahieren. Das wird in der zweiten Zeile sichtbar gemacht.

Danach nehmen wir zur 7 die nidchste noch nicht verwendete Stelle von 5941 hinzu, also 4. So
erhalten wir die Zahl 74, die wir wieder durch 13 teilen. Das ergibt 5 Rest 9. Die 5 ist folglich die
nachste Stelle unseres Endresultates.

Zur 9 nehmen wir schliesslich die letzte Stelle der anfanglichen Zahl 5941 hinzu, also die 1. So
erhalten wir die letzte Zahl, die durch 13 geteilt werden muss, ndmlich 91. Diese Division geht auf
und wir erhalten als letzte Ziffer des Endresultates die 7.
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Der Algorithmus der Polynomdivision an einem Beispiel

Der Wortteil “Division” verrat bereits, worum es geht. Ein erstes Polynom soll durch ein Zweites
geteilt werden. Z.B. muss ich ja bei der Faktorisierung von Py(x) = z* + 223 — 2 — 2 mit Nullstelle
x1 = 1 durch den Linearfaktor (z — 1) teilen, um Py = 2 + 322 + 32 + 2 zu erhalten (vgl. S. 73):

Py(z) a*+22°—x—2
r—1 z—1

Pyz)=(x—1) -P3(z) = Pyz)=2>+32>+3x+2=

Schauen wir uns an diesem bereits gelsten Beispiel an, wie die Polynomdivision funktioniert:

(1z* 422 +02% -1z —2) : (x—1) = 234+ 322 + 3042

3 (z—1)= —2* +2°
323 4022
322 (x - 1) = —323 +32?
32?2 —1x
—3zr-(x—1)= —322 +3z
20 -2
2. (x—1)= —2x +2

0

Das sieht wirklich sehr dhnlich aus wie beim Stocklirechnen. Ich gehe nun die Schritte bei der
Ausfiihrung der Polynomdivision einzeln durch:

i. Das erste Glied des Resultates, also 23, entsteht durch die Division x—: Es wird also die hochste
Potenz des urspriinglichen Polynoms durch die hochste Potenz des Linearfaktors geteilt. Nur
so kann beim Zuriickrechnen der richtige Term mit der hochsten Potenz entstehen:

(ac—l)-(:v3+...):x4—i—...

ii. Vom urspriinglichen Polynom Py(x) subtrahieren wir nun das Produkt (z — 1) - 23. Damit
entfernen wir aus P;(x) den Anteil, der mit der hochsten Potenz von Ps(x), also mit 23
zusammenhingt. Das sorgt natiirlich dafiir, dass 2* im Rest nicht mehr auftritt.

Den verbleibenden Rest von P(z) schreiben wir nicht vollstindig auf, sondern nur 3z3 + 32

iii. Diesen Rest von Py(x) wollen wir wieder durch (z — 1) teilen. Der Anfang des Restes lautet
23. Um diese hochste Potenz des Restes los zu werden, muss das nichste Glied im Endresultat
322 lauten, denn: (z — 1)(3z% +...) =323 +....

iv. Auch den Anteil in Py(x), der von diesem zweiten Glied des Endresultates herriihrt, wollen
wir subtrahieren. Wir ziehen somit von unserem ersten Restterm nochmals 322 - (z — 1) ab.
So entsteht ein nichster Restausdruck 322 — x, an dem vollstindigerweise auch noch eine —2
angehangt ware, die wir aber in der Notation der Einfachheit halber weglassen.

v. Dieser zweite Restterm legt das dritte Glied des Endresultates fest. Erneut teilen wir die hochste
. L . 2
Potenz dieses Restes durch die héchste Potenz des Divisors (z — 1), also 3% und erhalten 3z.

vi. Erneut erfolgt, ausgehend von diesem neu erhaltenen Glied 3z, eine Subtraktion: —3z-(x—1).
So ergibt sich ein dritter Restterm 2x — 2, der sich schliesslich ganz einfach durch (z — 1)
teilen l3sst und das allerletzte Glied 2 unseres Endresultates ergibt.

vii. Es geht auf! Am Ende bleibt der Rest 0 stehen. Als Resultat haben wir das Polynom Ps(x)
erhalten. Da wir durch ein Polynom vom Grad 1, namlich durch (x — 1), geteilt haben, ist der
Grad des Resultatpolynoms um 1 kleiner als der Grad des urspriinglichen Polynoms.
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Nicht-aufgehende Polynomdivisionen

Natiirlich kdnnen wir uns fragen, was es denn bedeutet, wenn eine solche Polynomdivision nicht
aufgeht. Eine Antwort kennen wir bereits: In unserem Beispiel hiesse das wohl zunachst einfach,
dass x; = 1 keine Nullstelle von Py(x) ist, sodass sich der Linearfaktor (z — 1) eben nicht restlos
aus Py(z) ausklammern l3sst.

Wir werden uns aber bald allgemein mit der Division zweier beliebiger Polynome auseinander-
setzen, denn schliesslich wollen wir ja beliebige Polynombriiche untersuchen! Dabei werden wir uns
automatisch mit der Bedeutung nicht aufgehender Polynomdivisionen beschéftigen. . .

Beispiel: Hier nun aber noch ein zweites aufgehendes Beispiel zur Polynomdivision, diesmal oh-
ne Kommentar. Versuche die einzelnen Schritte nachzuvollziehen und zu begreifen, wie das
Endresultat zustande kommt:

(4a* —8z% —2? +18z —18) : (20 —3) = 22° —a® — 2246

—223(2x — 3) = —da* +6a3
—273  —a?
—(—2?) (22 -3) = +22% —3z?
—42? +18x
—(—27)(2r — 3) = +42?  —62
122 —18
—6(22 — 3) = —12z +18

D.4 Polynombriiche (= gebrochen-rationale Funktionen)

Als Polynombruch oder auch als gebrochen-rationale Funktion bezeichnen wir eine Funktion
f(x), die durch einen Bruch aus einem Polynom Z,,(x) (Grad m) im Zihler und einem Polynom
Ny, (x) (Grad n) im Nenner gegeben ist:

Zm ()

f(z) = N, (2) = Polynombruch resp. gebrochen-rationale Funktion
n\T

Mit unserem Wissen iiber Ableitungsregeln (Kapitel 2 und 7), den Aussagen iiber Polynome aus
den vorhergehenden Abschnitten und der eben gesehenen Polynomdivision verfiigen wir liber das
Riistzeug, um auch solche Polynombriiche zu analysieren und einer Kurvendiskussion zu unterziehen.

Voraussetzung: Gekiirzte Polynombriiche!

Stellt man ganz willkiirlich einen Polynombruch aus einem Z3hler- und einem Nennerpolynom zu-
sammen, so kann es sein, dass beide Polynome per Zufall eine identische Nullstelle x; besitzen. Dann
ldsst sich ein Linearfaktor kiirzen.

Beispiel: Beim folgenden Polynombruch lassen sich sogar zwei Linearfaktoren kiirzen:

et =237 +52 -2 (z—-1)P3@+2) (¢-1)2 2?-2z+1
323 + 922 — 12 3z —-1D(x+2)? 3x+2)  3r+6

flz) =

Am Schluss besitzen Z3hler und Nenner keine gemeinsamen Linearfaktoren mehr.

Wichtig! Die weiteren Aussagen gelten in der Regel nur fiir gekiirzte Polynombriiche!
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Nullstellen und Polstellen von Polynombriichen

Sei f(z) = ?ng)) ein gekiirzter Polynombruch mit Zihlergrad m und Nennergrad n, so gilt:

o Ist Zy(x1) =0, so ist x; eine Nullstelle von f(z).

Begriindung: Ein Bruch ist genau dann gleich null, wenn sein Zahler gleich null ist.

o Ist x1 eine Nullstelle des Nennerpolynoms, also Ny (z1) = 0, so ist z1 eine Polstelle von f(x).
Das bedeutet, f(x) ist an der Stelle x1 nicht definiert; x; ist eine Definitionsliicke von f(zx).
Fiir v — x1 strebt f(x) gegen foo. Links und rechts von 1 schmiegt sich der Graph Gy an
die Vertikale x = x1 an.

Begriindung: Der Nenner eines Bruchs darf nicht null werden, denn sonst entsprdche der
Bruch einer Division durch null, was verboten ist.

Ist 21 eine Nullstelle des Nennerpolynoms, so lasst sich aus diesem der Linearfaktor (z — x1)
ausklammern. Dieser wird fiir x — 1 unendlich klein. D.h., der Nenner wird fir x —
unendlich klein und somit strebt der Betrag des Polynombruchs fiir z — 1 gegen unendlich.
Das Anschmiegen an die Vertikale © = x7 ist eine direkte Folge davon.

Beispiel: Wir betrachten den folgenden Polynombruch:

? =22 -3 (v+1)(x—3)

e T P

Aus den Faktorisierungen von Zahler- und Nennerpolynom schliessen wir, dass f(z) Nullstellen
bei 1 = —1 und x5 = 2 aufweist und bei x3 = 1 eine Polstelle hat.

Aufgrund der drei Stellen 1 = —1, 92 = 3 und 23 = 1 kénnen wir uns mithilfe der faktorisier-
ten Form von f(z) = % auch rasch iiberlegen, wo f(x) positiv oder negativ ist, denn
fiir jeden Linearfaktor konnen wir angeben, ob er auf dem entsprechenden Abschnitt gerade

positiv oder negativ ist. Dabei steht & fiir einen negativen und @ fiir einen positiven Wert:

:%<0 -l<zx<1: f(:v):@>
S S

@ -0 @ -D
=—x<0 z>3: )= ——
- fla) ===

x<—1: f(x) 0

l<zx<3: f(zx) >0

Damit haben wir auch herausgefunden, dass der G links von x3 = 1 ins Positiv-Unendliche
geht und rechts davon aus dem Minus-Unendlichen wieder auftaucht (siehe Abb. D.4).

Vertikale © = 1

=

B e . S

52
.71'1—1/,’1,‘3—

Abbildung D.4: Null- und Polstellen eines Polynombruchs.
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D.5 Die Asymptotenfunktion A(x)

Als Asymptotenfunktion einer Funktion f(x) bezeichnen wir dasjenige Polynom A(z), welchem
sich die Funktion f(x) fiir x — +00 beliebig genau annidhert. Der Graph einer Asymptotenfunktion
A(z) heisst Asymptote und ist die Anschmiegekurve des Graphen von f(x).

Beispiel: Der Polynombruch zum Graphen in Abb. D.4 lautete f(x) = £-22-3 Dabei haben wir
aufgrund der Faktorisierung von Zahler- und Nennerpolynom verstanden, wo die Nullstellen
liegen und dass der Graph eine Polstelle aufweist. Das Verhalten des G'; fiir z — 400 ist aus
diesen Faktorisierungen aber noch nicht ersichtlich.

Der Graph in Abb. D.4, den ein Mathematik-Programm wie GeoGebra schon fiir uns zeichnen
kann, scheint sich fiir t — +0o dem Graphen einer linearen Funktion anzundhern. Die Asym-
ptote scheint also eine Gerade zu sein. Das sollten wir doch aber auch analytisch voraussagen
konnen; will heissen: wir méchten die Asymptotenfunktion A(z) aus f(x) berechnen kénnen!

Tatsachlich erlaubt uns die Polynomdisvision diese Asymptotenfunktion direkt zu berechnen.
Schliesslich steht ein Polynombruch fiir die Division zweier Polynome, wobei nicht gesagt ist,
dass diese Division restlos aufgehen muss. Im Gegenteil, bei einem bereits gekiirzten Polynom-
bruch wird die Rechnung sicher nicht restlos aufgehen, denn sonst wére ja das Nennerpolynom
ein Teiler des Zahlerpolynoms und man konnte noch weiter kiirzen! Es wird also einen Rest
geben und wir wollen uns nun am konkreten Beispiel anschauen, wie man diesen Rest erstens
notiert und zweitens interpretiert:

4

(5132 —2::3—3) (2 —-2) = %x—

—1z-(22-2)= —2? +z

2
r—1

N[

1
22—2 — 2%~

N[

-z —3
—(-3)-22-2) = +z —1
—4

Bemerke: Aus dem Rest —4 zu unterst kann sich kein weiterer Term eines Resultatpolynoms
mehr ergeben, denn das “Polynom” —4z° hat einen kleineren Grad als derjenige unseres
Divisor-Polynoms 2x — 2. An dieser Stelle bricht deshalb die Polynomdivision ab und wir
notieren im Resultat einen sogenannten Restterm %, also einen Bruch aus letztem Rest
im Zahler und Divisor im Nenner.

Zunachst wollen wir uns kurz davon iiberzeugen, dass das Resultat tatsdchlich immer noch
gleich dem anfanglichen Polynombruch ist. Dazu machen wir gleichnamig und fassen im Zahler

Zusammen:
1 1 4 rz—1)—(z-1)—-4 22-2x—-2+1-4 22-22-3 /
_1'__— p— pu— =
2 2 2x-2 20 — 2 20— 2 20 — 2

Unsere Polynomdivision hat also einfach die Funktion f(z) in eine neue Form gebracht, aber
ansonsten nichts verandert!

Und was bringt uns das? In der neuen Form l&sst sich nun sehr gut ermitteln, was f(z) im
Grenzwert fiir z — +00 macht, denn der Restterm geht dabei gegen null:

-2
lim R(z)= lim =0

|x|—00 |z|—o00 & — 1

Folglich nahert sich der Funktionswert fiir x — oo immer mehr dem Wert der linearen
Funktion 3 2+ 2 an. Somit muss diese Funktion die Asymptotenfunktion A(z) sein. Ihr Graph
ist eine Gerade, an die sich der Graph von f(z) fiir || — oo immer mehr anschmiegt.
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Dieses Resultat wollen wir allgemein festhalten und gerade um ein paar Aussagen erweitern:

Folgerungen aus der Polynomdivision bei einem Polynombruch

Gegeben sei ein gekiirzter Polynombruch f(x) = ?Z((i)) = al?oi.'.':%r:;: .

Fiihren wir damit eine Polynomdivision durch, so entsteht eine Summe aus
einer Asymptotenfunktion A(x) und einem Restterm R(z):

[(x) = Ae) + R(x) (D.1)

Dabei hat der Restterm die Eigenschaft fiir |x| — oo zu verschwinden.
A(z) steht somit fiir die Funktion, der sich f(x) fiir |z| — oo annihert.
Den Graphen von A(z) bezeichnen wir als Asymptote von f(z).

Durch den Vergleich der Grade m und n von Zahler- und Nennerpolynom
lassen sich drei Falle voneinander unterscheiden:

m >n: A(z) ist ein Polynom vom Grad m — n.
m=mn: A(x) =9 ist eine konstante Funktion.
Die Asymptote ist eine Horizontale auf der Héhe y = %—:1
m<n: A(x)=0,dh. f(zx) ist bereits der Restterm, R(x) = f(x).
Die Asymptote ist die x-Achse.

Beispiel: Schauen wir nochmal auf unser vorgéangiges Beispiel zuriick. Dort haben wir gefunden:

2
4 —2r—3 1 1 2
J@ =55 =3%" 3 “o-1
— Y~——
=A(z) = R(z)
Die Asymptotenfunktion f(z) = %x — % ist eine lineare Funktion, weil der Zahlergrad m = 2

unseres Polynombruches f(z) um 1 grosser ist als der Nennergrad n = 1. Die Asymptote ist
folglich eine Gerade, was in Abb. D.5 gezeigt wird.

[EUDES EONDEI NN SR WS SISO S SN S ——

Abbildung D.5: Ein Beispiel zur Asymptote eines Polynombruchs.
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D.6 Vielfachheiten von Polstellen

Auf Seite 76 hatten wir fiir Polynome P, (x) festgehalten, wie die Vielfachheit einer Nullstelle im
zugehdrigen Graphen sichtbar wird. Blattere nochmals zuriick, wenn es dir nicht mehr ganz prasent
sein sollte.

Bei einem (gekiirzten!) Polynombruch f(z) = Zm(2)

No(2) haben die Vielfachheiten der Nullstellen

von Zahlerpolynom Z,,,(x) und Nennerpolynom N, (z) ebenfalls einen sichtbaren Einfluss auf das
Aussehen des Graphen.

Das Zahlerpolynom Z,,(x) bestimmt iiber die Nullstellen des Polynombruchs f(x) ("ein Bruch
ist genau dann gleich null, wenn sein Zahler gleich null ist.”).

Fiir diese Nullstellen gelten in Abhangigkeit von Z,,(x) die gleichen Regeln fiir das Aussehen
des Graphen von f(z), wie wir sie auf Seite 76 fiir ein einzelnes Polynom festgehalten hatten.

Begriindung: In einer hinreichend kleinen Umgebung um die Nullstelle des Zahlerpolynoms
und damit des Polynombruchs insgesamt kann der Wert des Nenners (inkl. Vorzeichen) als
konstanter Wert angesehen werden, sodass es fiir die Art des Durchgangs durch die Nullstelle
nur auf das Zahlerpolynom ankommt.

Das Nennerpolynom N, (z) bestimmt iiber Polstellen des Polynombruchs (= Nullstellen des Nen-
nerpolynoms). Auch bei Polstellen spricht man von ihrer Vielfachheit.

. . 2_9op_ . ..
In unserem vorigen Beispiel f(x) = £ 2362_:”2 3 lautet die Faktorisierung des Nenners 2z — 2 =

2(x — 1)'. D.h., die Polstelle bei 23 = 1 hat die Vielfachheit 1.

Rep.: Bei allen Polstellen ist der Polynombruch nicht definiert und der Graph verschwindet
links und rechts davon gegen +oc.

Neu: Auch bei Polstellen hat die Vielfachheit eine Auswirkung auf das Aussehen des Gra-
phen. Dem wollen wir auf den Grund gehen. Fiir weitere Aussagen bendtigen wir allerdings
Betrachtungsmaterial von Polstellen hoherer Vielfachheit.

Beispiel: Untersuchen wir also z.B. den folgenden Polynombruch:

100 B 100
26 — 325 — 1824 4+ 2823 + 12022 — 128 (2 +2)3 - (z — 1) - (z — 4)2

fz) =

Der zugehorige Graph Gy wird in Abb. D.6 gezeigt. Er ist nicht stetig, sondern besteht
aus vier Asten.

Zunachst ist klar, dass die Asymptote hier die z-Achse sein muss (A(z) = 0), denn der
Grad des Nennerpolynoms ist um 6 grosser als derjenige des konstanten Z3hlerpolynoms
Z(x) = 1. Wir erkennen drei Polstellen mit unterschiedlichen Vielfachheiten: 1 = —2
mit Vielfachheit 3, o = 1 mit Vielfachheit 1 und x3 = 4 mit Vielfachheit 2. Wo liegen
nun die Unterschiede in der Qualitat dieser Polstellen?

Bei genauem Hinschauen erkennen wir einen Zusammenhang: Bei der einzigen Polstelle
mit gerader Vielfachheit, also bei 23 = 2, gehen die beiden Aste in die gleiche Richtung
ins Unendliche. Man kdnnte fast sagen, sie verlaufen symmetrisch zur Polachse.
Anders bei den Polen mit ungerader Vielfachheit. Dort strebt der Ast auf der einen
Seite nach 400, derjenige auf der anderen Seite nach —oo. Wir sehen eine Art von
Punktsymmetrie beziiglich eines Punktes auf der Polachse.
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Abbildung D.6: Ein Beispiel zur Asymptote eines Polynombruchs.

Dieses Beispiel l3sst uns allgemein formulieren:

Aussehen des Graphen eines Polynombruchs bei einer Polstelle

e Bei einer Polstelle mit gerader Vielfachheit (2, 4, 6, ...)
wechselt das Vorzeichen der Funktion nicht. Der Graph sieht
dort ungefahr achsensymmetrisch aus.

e Bei einer Polstelle mit ungerader Vielfachheit (1, 3, 5, ...)
wechselt das Vorzeichen der Funktion. Der Graph sieht dort
ungefdhr punktsymmetrisch aus.
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D.7 Kurvendiskussion eines Polynombruchs — ein Beispiel

Zum Schluss dieses Kapitels soll die Kurvendiskussion eines Polynombruchs an einem Beispiel
komplett durchgefiihrt werden. Bei einer solchen Kurvendiskussion wollen wir analytisch die folgenden
Angaben ermitteln:

e Null- und Polstellen inkl. Vielfachheiten
e Asymptotenfunktion A(z)
e Hoch- und Tiefpunkte, sowie Sattel- und Wendepunkte (7', H, SP und W)

Aus diesen Angaben soll mitunter auch das Aussehen des Funktionsgraphen vorhergesagt werden.

Es spielt im Prinzip keine Rolle, in welcher Reihenfolge man vorgeht, aber die eine oder andere
Abhandlungsweise mag geschickter sein, da das Resultat eines bestimmten Schrittes hilfreich fiir
einen anderen Schritt sein kann.

Unsere Beispiel-Polynombruch

Wir wollen die folgende Funktion untersuchen:

4a3 + 222 — 8x — 6
fz) =
30x — 15

Dabei sei bekannt, dass © = —1 eine Nullstelle von f(x) ist, was sich auch rasch iiberpriifen |dsst:

4-(—1)3—1—2-(—1)2—8-(—1)—6: —4+2—|—8—6:0
30-(—1)—15 -30—15

F-1) =

1. Faktorisierung von Z3hler und Nenner

Bei der Analyse von Polynombriichen empfiehlt sich zunichst die vollstandige Faktorisierung von
Zahler- und Nennerpolynoms, denn so lasst sich der Polynombruch ev. vor allen weiteren Untersu-
chungen kiirzen! Ausserdem werden dadurch direkt alle Null- und Polstellen sichtbar.

Fiir den Nenner ist die Faktorisierung in unserem Beispiel ganz einfach:

1
30z — 15 =30 (w—§>
Beim Zahler ist das Faktorisieren schwieriger. Da wir mit x = —1 eine Nullstelle des Zahlerpolynoms
kennen, kommen wir mit einer Polynomdivision weiter. Diese ergibt:
Z(x) = 42° + 22> — 82 — 6 = (x + 1)(42® — 2z — 6)

Nun I&sst sich der Zdhler ohne grossere Schwierigkeiten zuende faktorisieren, denn in der hinteren
Klammer steht eine quadratische Funktion, deren Nullstellen sich z.B. mit der Mitternachtsformel
bestimmen lassen. Wir finden:

3

Somit schreiben wir fiir den komplett faktorisierten Polynombruch:

424222 -8 -6 4@+ 1)?(@—-3) 2@+1)’(z-3)
J@ =% =5 - 0(—1)  I5x-1)

Kiirzen |3sst sich da nichts!
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So aufwindig das Faktorisieren erscheinen mag, es liefert eine Vielzahl niitzlicher Informationen!
Bereits jetzt wissen wir Folgendes iiber f(x):

e f(x) besitzt eine zweifache Nullstelle bei 27 = —1. Dort muss sich also ein Hoch- oder ein
Tiefpunkt befinden. Der Graph beriihrt auf jeden Fall die z-Achse.

e f(x) besitzt eine einfache Nullstelle bei x5 = % Dort wird die z-Achse “durchstochen”.

e f(z) besitzt eine einfache und somit ungerade Polstelle bei z3 = 3.

2. Asymptotenfunktion bestimmen

Kniipfen wir uns als zweite Betrachtung das asymptotische Verhalten des Polynombruches vor. Dazu
setzen wir direkt die Polynomdivision an:

2 2 1 -9
(42° +22% —8x —6) : (30z — 15) = = z? 4 T
—22%(30z —15) :  —4a® 4227 = A(z) — R(z)
472 —8x
—Z 2 (30z — 15) : —4a? +2z
—6z —6
—(=%) (302 — 15) : +62 —3

-9
Der Grad des Nennerpolynoms ist um 2 kleiner als derjenige des Zdhlerpolynoms. Daher ergibt sich
als Asymptotengleichung eine quadratische Funktion:

2 2 1 1
Alz)= =2+ = ——:—(2 249 —3)
@) =gt =\ %
Die Asymptote ist also, wegen der zwar kleinen, aber positiven Offnung 1% eine weite, nach oben

offene Parabel. Ermitteln wir ihren Scheitelpunkt S4:

b =2 1 7 17
= —= — = —— g A e -
TS =9, 9.0 3 7 Ysa=Als)=-55 = S ( )
Damit ergibt sich eine erste Grobiibersicht des Funktionsgraphen erstellen (vgl. Abb. D.7), wobei
wir Schritt fiir Schritt Gberlegen kdnnen:

i. Die Asymptote ist eine nach oben gedffnete Parabel. D.h., der linke Ast des Graphen kommt
links von oben und der rechte Ast verschwindet rechts wieder nach oben.

ii. Die Polstelle bei z3 = % tragen wir als Vertikale ein. Wie sich der Graph an diese Vertikale
anschmiegt, wird sich gleich ergeben.

iii. Von links oben kommend wird der Graph die z-Achse bei x; = —1 beriihren (doppelte Null-
stelle). Danach bleibt er oberhalb der z-Achse und muss daher links der Polstelle ins positiv-
Unendliche verschwinden.

iv. Da essich um eine ungerade Polstelle (Vielfachheit 1) handelt, wird der Graph rechts davon aus
dem negativ-Unendlichen auftauchen, weil er links davon ins positiv-Unendliche verschwunden
ist.

v. Tatsichlich geht diese Uberlegung auf, denn bei zo = % durchsticht der Graph die z-Achse. So
gelangt er wieder ins Positive, wo er dann ja der Asymptote folgt und ins positiv-Unendliche
verschwindet.

Bereits jetzt sehen wir, wie sich alles zu einem Gesamtbild zusammenzusetzen beginnt. Wir brauchen
also nicht mehr viele weitere zusitzliche Informationen.

85



N iii.

X5 2
\\ 2 2 ..
. 5 il.
“CA@) =+ - ,
K 15 15 b} T =|rx3=—
\\ : ’
‘\ 1 /’
~ -
Peo iii et 3
\‘~\ .’IJL:—]. ’a;} .232:5 T
5 4 3 2 Te~edlo_g.0)---1TT 1 /Syl 2 3 4
1 7
SA( 2’ 30) iv.

U
[ SR R 1 (PR Gy S R o gy
.

[

Abbildung D.7: Die grafische Umsetzung der Informationen nach Faktorisierung und Polynomdivision
mit dem Beispielpolynombruch.

3. Differentialrechnung anwenden

Nun ist es an der Zeit, den Polynombruch abzuleiten. Da wir es mit einem Bruch von Funktionen
zu tun haben, kommt die Quotientenregel zur Anwendung:

f@) = fvi?) = fley = 20T, . mZ)@c) N'(a)

Beim Ableiten ist es oftmals einfacher die nicht-faktorisierte Form zu verwenden. Multiplikative
Konstanten sollte man vorher ausklammern, um die Zahlen moglichst klein zu halten:

/

fi(a) =

A% + 222 — 80— 61" 2 [22%+2% 4o -3
30z — 15 15 20 — 1

2 (622 +2x—4)(2x—1)— (223 + 22 — 42 —3) -2

15 (2z —1)2

2 1223 — 6224+ 422 — 20 —8r+4— 423 — 222 +8x+6

15 (22 — 1)2

2 8% —42? —20+10 4 42° -2 —z+5
15 (22 — 1)2 15 (22 —1)2

Aus der 1. Ableitung sollen die Horizontalstellen gewonnen werden. Eine solche kennen wir aber
bereits. 1 = —1 muss, als zweifache Nullstelle, auch eine Horizontalstelle sein. Im Zahler der 1.
Ableitung muss sich also ein Linearfaktor (z + 1) ausklammern lassen:

4o — 2% —x + 5= (x4 1) (42 — 62+ 5)
Die Funktion in der hinteren Klammer besitzt keine Nullstelle mehr, denn:
D=0*—4dac=(—6)2—4-4-5=36—-80=—44 <0
Die vollstandig faktorisierte 1. Ableitung lautet somit:

4(z+1) (42 — 62 + 5)

Jw) = 15 (22 — 1)

D.h., f(z) besitzt genau eine Horizontalstelle bei 1 = —1. Wir wissen bereits, dass es sich um ein
lokales Minimum handelt. (Dies liesse sich auch noch explizit iiberpriifen: f”(—1) > 0.)
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Ermitteln wir schliesslich noch die zweite Ableitung:

4 4x3—2x2—x+5/

f'@) =15 (22 — 1)?2

4 (1222 —dz —1)(2z — 1)? — (423 — 222 —x +5)- 22 (22 — 1)

15 (22 — 1)*

4 243 — 1222 — 8x2 +4x — 2z + 1 — 1623 + 8x2 + 4z — 20
15 2z —1)3

4 8z% — 1222 + 62 — 19
15 (22 —1)3

Von dieser zweiten Ableitung eine Nullstelle und somit eine Wendestelle zu finden ist nun allerdings
nicht von Hand moglich. Dazu miissten wir das Polynom im Zahler faktorisieren konnen, was in
diesem Beispiel nicht gut geht.

Aufgrund der grafischen Vorarbeit in Abb. D.7 konnen wir immerhin erahnen, wo sich eine
Wendestelle befinden sollte, ndmlich irgendwo in der Ndhe der rechten Nullstelle z3 = %

Ein Rechner oder auch GeoGebra liefert einen approximierten Werte von z4 ~ 1.81 und als
y-Koordinate erhalten wir so y4 ~ 0.25. Der Wendepunkt liegt also bei W ~ (1.81,0.25).

Abschluss der Kurvendiskussion

Ohne technische Hilfsmittel wiirden wir nun den Graphen aus Abb. D.7 vervollstandigen. Hier zeige
ich in Abb. D.8, wie der Graph effektiv herauskommt. Er erfiillt alle unsere Erwartungen.

Bemerkung: Es ist von Anfang an klar, dass der Graph die y-Achse beim Punkt (0, %) durchstosst,

denn das Einsetzen von x = 0 in die f(x) liefert eben genau den Wert f(0) = :—g = %

. 2 3 +ax2—lUr—3
Jla=set— et

15 2 — 1
2 (x+ 1)2(51‘ + :,3)

-5 -4 -3 2 Ss~al 41 Ql---

b g
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Abbildung D.8: Der vollstandige Graph des untersuchten Polynombruchs inkl. aller speziellen Punkte,
Polstelle und Asymptote.
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