Ubungen zur Differentialrechnung — Lésungen Serie V

1. Funktionsbestimmung Teil |

Bei den folgenden Lésungen verzichte ich auf die explizite Ausfiihrung der Aufldsung des sich ergebenden
Gleichungssystems. Bei Bedarf darf gerne bei mir nachgefragt werden.

(@)

()

(f)

(g)

Ansatz: f(z) = ax® + bx? + cx + d mit £(0) =0, f/(0) =0, f(—=3) =0und f'(-3) =6
= f(z) = %x3+2x2

f(1) =4, f/(1) =0, £(0) =2 und f”(0) = 0 = 4 Bedingungen
= Ansatz: f(z) = az3 +ba? +cx +d = f(x) = —a3 + 3z +2

Ansatz: f(r) = ax* + bz3 + cx® + dz + e

mit £(0) = 0, f/(0) =0, f(0) =0, f(—1) = —2 und f'(~1) = 0 = f(z) = 62* + 82°
f(2)=0, f'(2) =0, f'(2) = —3 = 3 Bedingungen fiir gerade Funktion

= Ansatz: f(z) = az’ +ba® + ¢ = f(z) = kot — 2% + 3

Ansatz: f(z) = ax® +bx® +cx +d mit f(2) =1, f/(2) =0, f/(2) =0und f(4) =0
:>f(x):—%x3+%x2—%x+2

f(=1)=3, f(1)=0, f(2) =2 und f(3) =1 = 4 Bedingungen

= Ansatz: f(x):ax3+bm2+cm+d:>f(m):—§x3+%x2—%x—1

f(2)=-1% f(V3) =5, f"(V/3) = 0 = 3 Bedingungen fiir gerade Funktion
= Ansatz: f(z) = az* +b2? +c= f(z) = %564 — 922 + %

2. Nicht-Existenz von Lésungen

()

Zwar wiirden 3 Bedingungen zu einem Polynom 2. Grades (quadratische Funktion f(z) = ax? +
bx + c) passen, aber diese Bedingungen sind hier voneinander abhangig. Klar: Bei einer Parabel
liegt die Scheitelstelle (= Horizontalstelle) genau in der Mitte der beiden Nullstellen, was durch
die gegebenen Bedingungen nicht erfiillt wird: % =3+#0.

Interessante Ergdnzung: Die Abhingigkeit zwischen Nullstellen und Scheitelstelle Idsst sich
ganz formal zeigen. Sind x; und z2 die beiden Nullstellen, so l3sst sich das Polynom 2. Grades
faktorisieren, also in Nullstellenform bringen:

f(z) = a(z — x1)(z — z2) = az® — a(xy + 2) T + az 2o

Ich habe die Nullstellenform gleich wieder ausmultipliziert, damit wir f(z) mit der Potenzregel
ableiten konnen:
f'(z) = 2ax — a(xy + 2)

Nun ist die Scheitelstelle 25 gegeben durch die Bedingung f/(x) = 0, woraus folgt:

fl(zg) =2aws —alz; +x2) =0 < 2mg=x1+32 < xs:m—;m

Damit ist die Abhangigkeit zwischen der Scheitelstelle und den beiden Nullstellen gezeigt.

In der Aufgabenstellung miisste somit eine der drei Bedingungen weggelassen und dafiir eine
weitere hinzugegeben werden (denn nur die Angabe von speziellen Stellen auf der z-Achse verrit
uns beispielsweise ja sicher noch nichts iiber den vertikalen Streckungsparameter a).
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(b) Bei einer kubischen Funktion liegt die Wendestelle stets in der Mitte der beiden Horizontalstellen,

falls diese existieren. Die gegebenen Werte passen also nicht zusammen: 0%3 = % # 1. D.h,,
diese drei Bedingungen sind wieder voneinander abhangig. Eine kdnnte weggelassen werden. Dann
miisste allerdings eine neue Bedingung hinzugenommen werden, damit die Funktion eindeutig

festgelegt ist.

Weitere Betrachtung: Auch hier wollen wir kurz allgemein zeigen, dass die Wendestelle genau
in der Mitte der Horizontalstellen liegt, sofern diese existieren.

Es sei also f(x) = ax3+bx?+cx+d mit Ableitungen f'(z) = 3ax®+2bx+cund f"(x) = 6ax+2b.
Weiter seien 21 und z2 die beiden Horizontalstellen von f(z). Es handelt sich dabei also um die
beiden Losungen der Gleichung:

—2b+ V4b?2 — 12ac _ —bEV b2 — 3ac
6a - 3a

f'(z) =3az® 4+ 2bx +c=0 mit Ty =

Wir wollen ja zeigen, dass die Wendestelle genau zwischen diesen beiden Horizontalstellen liegt.
Deshalb bilden wir das arithmetische Mittel der beiden Horizontalstellen:

r1+mwy 1 (—b—\/b?—?)ac+ —b—|—vb2—3ac> 1 -2b b
3a 3a N

2 3a  3a

2 2

Gleichzeitig wissen wir, dass die Wendestelle xy die Bedingung f”(z) = 0 erfiillt, woraus folgt:

—b
f'(xw) =6ary +20=0 <& 3ary =-b <& xW:£:¥ !

Die Wendestelle ist tatsachlich das arithmetische Mittel der Horizontalstellen.

3. Funktionsbestimmung Teil Il

(a)

f(=2)=0, f(0) =0, f(0) =2 und f/(0) = & = 4 Bedingungen
= Ansatz: f(z) = a2’ +ba’ +cx+d = f(z)=ta +ia+2

f(—=2) = —4, f'(—2) = 0 = 2 Bedingungen fiir ungerade Funktion
= Ansatz: f(z) = az®+bx = f(z)=—32°+32

Ansatz: f(z) = ax3 + bz? + cx +d mit f(1) =0, f/(1) =0, f(=1) =8 und f/(—1) =0
= f(x) =223 — 62 + 4

Hinweis: Man kdnnte meinen, auch f(0) = 0 sei eine giiltige Bedingung. Das ist aber falsch,
denn sie wird bereits dadurch erfiillt, dass es sich um eine zum Ursprung (0,0) symmetrische
Funktion handeln soll. Eine ungerade Polynomfunktion verlauft automatisch durch den Nullpunkt
des Koordinatensystems!

f(0)=7, f(1) =0 und f”(1) = 0 = 3 Bedingungen fiir ungerade Funktion
= Ansatz: f(r) = ax® + bz + cx = f(x) = 325 — 1023 + Tz

Ansatz: f(r) = ax* + bz3 + cx® + dz + e
mit f£(3) =0, f/(3) =0, f(0) =27, /(0) =0 und f"(0) =0 = f(z) = * — 423 + 27

Die zweite Ableitung soll mit f”(xz) = 6z eine lineare Funktion sein. Dann muss die originale
Funktion kubisch sein = Ansatz: f(z) = az® + bx? + cx +d

mit f(1) =0, f/(1) =0 und f"(x) = 6z = f(z) =23 — 3 + 2
f(2)=-11, f'(2) = =4, f"(2) =0 und f'(—1) = 0 = 4 Bedingungen fiir gerade Funktion

= Ansatz: f(z) = az® + bzt + ca’ +d = f(z) = gL a0 — Dot + L 2% + 2
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4. Masteraufgaben (“Hors catégorie”)

(a) Der Ansatz fiir die quadratische Funktion lautet: f(z) = ax? + bx + c. Wir setzen drei Punkte
ein, haben also eine lineares 3x3-Gleichungssystem zu |6sen:

f(xp) =yp arh +brp+c=yp | @
f(zg) =yo = aacQQ+be+c:yQ )
f(@r) =yr ary +brp+c=yr | ®

Zuniachst eliminieren wir den konstanten Parameter ¢, indem wir je zwei Gleichungen voneinander
subtrahieren:

@—O: a(mé—:ﬂ?g)%-b(wcg—ﬁﬂp):yQ—QP @
®-@: |a(eh—23) +blzr—2Q) =yr—Yq | ®

Hierin tauchen mehrfach Differenzen zwischen Koordinaten auf, die auch in der weiteren Be-
handlung andauernd wieder vorkommen werden. Zugunsten der Ubersicht lohnt es sich diese
Differenzen abzukiirzen. Hier die Definitionen, die ich anwenden werde:

Az :=zg —2p Azy := g —2q Azx3:=xp— 2R
Ay :==yq —yp Ayz :=yr — YqQ Ays :==yp — YR
Mit :r:QQ — 2% = (zg + zp)(zg — zp) = (xp + Tg)Ary und analog 2% — mQQ = (zq + zR)Ax2
lassen sich @ und ® schreiben als:
a(xp + xg)Az + bAz; = Ayy
a(zg + zr)Axs + bAzs = Ays

a(acp—i—xQ)—i—b:ﬁ—gi ®
a(xQ—i-mR)—i-b:ﬁ—gz @

Durch Subtraktion lasst sich der lineare Parameter b eliminieren:

Ay Ay Ay Ay
D=0 olrgtan=(optiQ) =F -, @ abn-er)=xo - R
Aya Ay Ay Ay

—al\ = <2 _ 7= — —
< a2 ACEQ ACEl < @ Axlegg A$2A£C3

Dieses fiir GeoGebra bereits ganz taugliche Resultat — in GeoGebra empfiehlt es sich ganz be-
sonders die obigen Delta-Definitionen zur Definition zusatzlicher Variablen zu verwenden — wollen
wir algebraisch noch weiter bearbeiten:

o = Ayl B Ayg _ AylA.%'Q — AyQA.%'l
Awleg AI‘QA.%’;J, A.%'lAI'QA.%'g
_ (e —yr)(@r —29) — (yr — yo)(zg — 7p)
AZCleQAﬁﬂg
_ YQTR — YQTQ — YPTR + YPTQ — YRTQ + YRTP + YQTQ — YQIP
AwlA.%'QAI'g

_ YQTR — YPTR +YrPTQ — YRTQ + YRTP — YQTP
A.%'lAI'QA.%'g

_ yp(—zr+2Q) +yo(*r — xp) + yr(—2Q + zP)
AI1A$2AI3

_ —ypATs —yoAxs —yrAr _ ypATy +yoArs + yrATI

AZCleQAﬁﬂg A$1A$2A$3

Dieses formale Resultat fiir den Parameter a ist sehr iiberzeugend, denn es ist “symmetrisch” in
den Punkten P, @ und R. Will sagen, wir kdnnten P, (Q und R miteinander vertauschen und der
Ausdruck wiirde gleich aussehen. Man sagt: Die Gleichung fiir den Parameter a ist in P, Q und
R zyklisch vertauschbar. Da in der Aufgabenstellung keiner der drei Punkte eine Sonderstellung
einnimmt, war genau dies zu erwarten.
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Wir setzen nun dieses Resultat fiir a zuriick ein, z.B. in Gleichung ®:

A A

b =
G(l’P + I'Q) + ACEl = Awl

Fiir die GeoGebra-Bearbeitung ist dieser Ausdruck bereits perfekt. Wir mochten uns hier aber
auch noch algebraisch davon {iberzeugen, dass der Ausdruck fiir den Parameter b in P, Q und R
zyklisch vertauschbar ist. Das gibt allerdings ein bisschen was zu tun:

Ay (yo —yp) | ypAxy +yoAzs +yrAu;
b = — — g .
ACEl CL(%P + xQ) Awl + AZCleQAﬁﬂg (:EP + xQ)
_ (Y@ —yr)AxpAus
A.%'lAI'QAI'g
n yprpAzT +yorpAxs + yrrpAr) .
o AwlA.%'QAI'g o
. yprQATs + yoroArs + yrrgAr;
o AI1A$2AI3
_ o —yp)wr —xQ)(wp —xR)
A.%'lAI'QA.%'g o
N yprp(zr — xQ) + yorp(zp — xr) + yrrp(xg — Tp) N
o AwlAI'QA.%'g o
. yrr(Tr — 2Q) + Yorq(rr — ¥r) + yrTQ(TQ — TP)
o A.%'lAI'QA.%'g
_ YQTPTR — YoTh — YQTPTQ + YQTQTR — YPTPIR + YPTH + YPTPTQ — YPTQTR n
A.%'lAI'QA.%'g o
n YPTPIR — YPTPITQ + YQThH — YQTPTR + YRTPLQ — YRTH n
' A$1A£C2A$3 o
. YPTQTR — ypwzQ T YQTPTQ — YQTQIR + wazQ — YRITQTP
AwlA.%'QAI'g
_ yp(—zprR + x% +zprQ — QTR + TPTR — TPTQ + TQITR — xQQ) N
AI1A£C2A£C3 o
N yo(rprr — x% —TprQ + TQIR + x%, — TpTR+ TPTQ — LQIR) n
' AwlA.%'QAI'g
yr(zprg — 7% + :Ué —TpTQ)
AIlegAﬁﬂg
 uplah - 73) +v0(eh — 7) + yr(eh - 7)
- AwlA.%'QAI'g

Auch im Ausdruck fiir den Parameter b sind somit — den Erwartungen entsprechend — die Punkte
P, @ und R zyklisch vertauschbar. Es ist interessant, wie sich die Rechnung zwischenzeitlich auf-
blaht, nur damit sich anschliessend viele Terme wieder wegstreichen und ein neuer, einigermassen
tibersichtlicher Ausdruck entsteht! Seine Verwandtschaft mit demjenigen fiir a ist nicht von der
Hand zu weisen.

Schliesslich gilt es auch noch den Parameter ¢ zu bestimmen. Diesen findet man z.B. unter
Ausnutzung von Gleichung @:

am%:+b:vp+c:yp = C:yP—CLZC%)—bSUp

Wiederum geniigt dieser Ausdruck fiir die Behandlung in GeoGebra. Wir mochten aber eigentlich
auch fiir ¢ eine Gleichung finden, in der nur noch die Punktkoordinaten enthalten sind. Dabei wird
die Rechnung nochmals so gross wie bei der Berechnung von b.

Differentialrechnung Lésungen Serie V — Seite 4/7



Ich verzichte an dieser Stelle auf die explizite Durchfiihrung und présentiere nur das Resultat:

YprQrRAT: + YT prrRAT3 + YrTPTQAT]
AxleQAxg

c=—

Erneut entdecken wir eine dhnlich Struktur und die zyklische Vertauschbarkeit ist gegeben. Damit
kann ich nun die Losung der Aufgabe nochmals iibersichtlich zusammenstellen, wobei ich die
Delta-Ausdriicke wieder durch die Punktkoordinaten ersetze.

Losung: Sind drei Punkte durch ihre Koordinaten P(xp,yp), Q(zq, yg) und R(zg,yr) gegeben,
so lautet die quadratische Funktion, deren zugehorige Parabel durch durch die Punkte P, @ und
R verlauft, wie folgt:

f(z) =ax® + bz +c

yp(rr — xq) + yo(rp — zR) + yr(xg — TP)

mit a=—
(zqQ —zp)(zr — 2Q)(zp — TR)
b— yP(CU%% — xQQ) + yQ(ﬂz% — x%) + yR(xé — x%)
(zg —zp)(xr — zQ)(zp — TR)
c= _nyQxR(xR - xQ) + mePxR(xP —xR)+ wapr(xQ —xp)

(z@ —zp)(zr — 2Q)(xP — ZR)

Zum Schluss noch dies: Dass die drei Differenzen g — zp, zr — xg und zp — xR jeweils im
Nenner auftreten, ist nicht weiter liberraschend. Es bedeutet einfach, dass sich ein Problem ergibt,
wenn zwei Punkte genau iibereinander liegen. Dann namlich wére f(z) nicht mehr eindeutig und
somit darf es dann auch gar keine Lésung geben. Ubereinander liegende Punkte haben aber eben
dieselbe z-Koordinate, sodass die Differenz zu Null wird. Aber durch Null darf nicht geteilt werden!
Hier das Bild einer Parabel, der unter Eingabe der drei Ausdriicke fiir a, b und ¢ oben erzeugt
wurde. Dabei war die vorgangige Definition der Delta-Ausdriicke sehr niitzlich zur Einsparung von
Schreibarbeit und zugunsten der Ubersichtlichkeit wihrend der Eingabe.

[ ] @ GeoGebra Classic 5
R ] [oA] 1 L3 D] (OO ] [N [222] 4]

» Algebra X » Grafik a
Funktion

e | 11 4
® f(x) = 30x+2x+]5
Punkt 3
® P=(-1,2)
® Q=(1,3) P
®R-=(41) 2 q
Zahl
Dx1 =2
Dx2 =3
Dx3 = -5
EZ -1?;‘;230 4 & —h o 1 2 3 4 5
c=41/15 E,

-

Eingabe:

Die Punkte P, @ und R sind nun frei bewegbar. Die Parabel passt sich jeweils so an, dass sie
immer durch sie hindurch geht.
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(b) Der Ansatz fiir die kubische Funktion lautet: f(z) = az®+bx?+cx+d mit f'(z) = 3ax®+2b+c.
Jeder Horizontalpunkt liefert zwei Gleichungen, eine fiir f(z) und eine fiir f’(z). So erhalten wir
vier Gleichungen, aus denen sich die Parameter a, b, ¢ und d bestimmen lassen sollten.

Es seien P(xp,yp) und Q(zq,yq). Dann folgt fiir die vier Gleichungen:

flzp) =yp a4+ brh +cxp+d=yp | ®
f(zq) =yq N am?@+bx2Q+ch+d:yQ @
f(zp) =0 3ax% + 2bzp +c =0 ®
f'(zg) =0 3am2Q +2bzg+c=0 @

Zuerst eliminieren wir den Parameter d, indem wir Gleichung @ von Gleichung @ subtrahieren.
Anschliessend teile ich diese neue Gleichung durch (zg — xp):

@-0: a(ﬂ?%—x?))+b($2Q—$%>)+C(IEQ—IEP):yQ—yP

M:Ay ®
g —xp Ax

= a(xZQ + zpzg + x%) +b(zg +ap) +c=
Dabei habe ich verwendet, dass x% — a3 = (vg — a:p)(xQQ + xgzp + %) (Kubenformel) und
dass CEQQ — 2% = (vg + zp)(zg — xp) (3. binomische Formel).
Az :=xg — xp und Ay := yg — yp sind niitzliche Zusatzdefinitionen, denn diese beiden Diffe-
renzen kommen in der Rechnung immer wieder vor.
Im n3chsten Schritt eliminieren wir den Parameter c:

@®—-®: 3aw2Q +2brg +c— (a(xé + zprg + 23) + b(zg + zp) + c> — _%
@®—-0: 3a(xé—x%.)—|—2b(xQ—xp):0
- 3ax2Q+beQ+c—ax22—axpr—ax%,_me_be_c:_%
3a(zg +zp)(xg —xp) +2b(xg —2p) =0
N ZaxQQ—axpr—ax%,—kbe—bg;P:_ﬁ_g
3a(zp + Q) +2b=0
N a(Qxé—xpr—x%) +b(xg —xp) :_%
2b = —-3a(zp + zq)
o | 9zq+ap)(zq —zp) +b(zq —zp) = —2u
2b = —3axp — 3axq
L |merarn o= | [ dang 2=~k [ @
2b = —3axp — 3axq 2b = —3axp — 3axq )
Setzen wir @ in ® ein, so folgt fiir a:
2A 2A
@in®: 4darg+ 2axp — 3axp — 3arg = _(A:Uz)/Q & arg —arp = _(A;)JZ
2Ay 2Ay
& alzg —zp) = _(Ax)Q & a= _(Ax)3

Dies ist ein wunderbar einfaches Resultat nach einer derart langen Umformung. Erneut ist es so,
wie schon in Aufgabe (a), dass die Punkte P und @ gleichwertig sind. D.h., auch dieses Resultat
muss gleich herauskommen, wenn P und () miteinander vertauscht werden. Das ist der Fall, denn
wenn wir die Punkte vertauschen, wechselt sowohl Ay, als auch Ax das Vorzeichen, somit auch
der Zahler und der Nenner im Ausdruck fiir a, der somit insgesamt gleich bleibt.
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Mit dem Resultat fiir a beginnen wir das Zuriickeinsetzen, zunachst in @:

6Ay(zp + zq) , — SAy(zp +2q)

2b = —3axp — 3axg = —3a(zp + zg) = L = (Ar)

Das ging iiberraschend schnell. Machen wir gleich weiter mit der Bestimmung des Parameters ¢
unter Verwendung von Gleichung ®:

6Ayz% _ 6Ay(zp +zg)zP

3ax%h +2brp +c=0 <& c= —3azh — 2brp =

(Az)? (Az)?
_ 6Ay(ap —xh —aprg) _ 6Ayzpag
B (Az)? - (Aw)p

Es fehlt nur noch der Parameter d. Wir |16sen Gleichung @ nach d auf und setzen die Ausdriicke
fir a, b und c ein:

2Ayz3, B 3Ay(rp +20)r:  6Ayzprgup

d:yp—ax?jg—bx%;—cxp:yp—i-

(Az)? (Az)? (Az)?
_ yp(zg —2p)* + 2(yg — yr)rp — 3(yo — yr)(xp + 2Q)h + 6(yg — yP)THTq
(Az)?
yp(uv?é2 — 3xpw2Q + 3232 — T3) + 2yorh — 2ypTh N

B (Az)?

n —3yors — 3ygrsT + 3YPTS + yprhrg + bygrirg — 6YPTHITQ

(Az)?
_yp (CE% — 3:61,:622 + 3:6%33:(2 — :U?I’J — 256:)]’_—, + 3:13?]’3 + 33:%333@ — 6:6?33:(2)
- (Az)?
Yo (2::3?]’3 — 33:?1’3 — 356?_—,$Q + Gx%xQ)
(Az)?

_yp (CE% — 3:pré) + yQ( -z + 3x%xQ) B ypxé(xQ —3xp) — ny%(xp — 3:UQ)
B (Az)? B (Az)?

Damit ist die Funktion f(x) komplett. Sie lautet:

) = — 2Ay 3 3Ay(zp + xq) 22 6Ay xpxo - yrry(rq — 3xp) — yorp(vp — 32q)
(Az)? (Az)? (Az)? (Az)?

Hier das Beispiel eines Graphen mit vorgegebenem Hoch- und Tiefpunkt:

kubischausmaxmin.ggb

.Aa //J "1‘-—‘77 ::.w

» Algebra
Funktion

® f(x) = —

Punkt
®P=(11)
®Q=(,2)
Zahl

Dx =3

O

<
1]
fun

2 /27

anow
oyl
wh
D~

N

~N
w
Y]
-
o
-
r
w

“@

Eingabe:
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