Ubungen zur Differentialrechnung — Lésungen Serie VII

1. Fiir die Ableitungen ergibt sich:
3z+2 O9zx+2

a'(r) =sinz + zcosx V(z) =3Vr + NN
. sr — 21 Si
c’(x):;i;g— xsinx:% d'(zr) = —3sinx + (5 — 3z) cosx
1 t
d(z) = —a 4 0T F(z) =3"In3- 2% + 3% 42® = 3°23(x In 3 + 4)
cos? x x
J(w) = _2C0281' _ 2sinz _ 2(cosz —szinx) W (z) = cos?z — sin
x x x
72
i'(z) = 2zsinz + 2% cos §'(x) = 322 logy = + i
n
K (z) = cosx  sinx _ cosx +2xsinx I(@) V3

NG

2. Die Produktregel wurde falsch resp. nicht angewendet. Es wurden beide Einzelableitungen miteinander
multipliziert. Das ist aber falsch: f/(z) # /(z) - v/(x). Vielmehr gilt:

2wz VT 20\/T

fl(z) =/ (x) - v(z) +u(z) o' (x) =322 -sinz + 23 - cosz
3. (a) Wir teilen f(x) zunichst in zwei Funktionen auf:

flx) =222 -sine = f'(z)=g'(z) sinz+g(z)- cosx

=:g(z)
Bei der Ableitung von g(z) = 2% - 22 kommt die Produktregel ein zweites Mal zur Anwendung:

d(x)=2"In2- 22 +2%-2c = f'(z)=(2"In2-2*+2%-22) -sinz + 2% -2 - cosx
=2%In2-2%sinz 4+ 2% - 2rsinx + 2° - 2 cosx
=27 .z (xln2-sinz + 2sinx + zcos )

(b) Allgemein ergibt sich fiir die Ableitung eines Produktes f(z) = u(x) - v(x) - w(z):

fla) = v/ (@) - v(z) - w(z) +ule) ') - wz) + ul@) o) w'(z)

4. Produktregel: f'(x) = 2z/z + 2% - ﬁ = 2x\/T + # =52z

Potenzgesetz: f(z) = 22/ = 23 = f(z) = %x% =32a\x

In beiden Fallen entsteht (natiirlich resp. zum Gliick!) dieselbe Ableitung.

5. Mit der Produktregel ergibt sich:

fl(z) =/ (x) v(x) +ulz) o' (x) = (62 — 1) (2 — 1) + (32 — z) - 32
= 62" — 62 —2° + 1+ 92" — 32% = 152" — 42® — 62 + 1

Multiplizieren wir f(z) zuerst aus, so finden wir:
f@)= B2 —2)(@® —1)=32" 32 —2' +2 = fl(z)=152" -4 — 62 +1

Ich personlich finde hier das zuerst Ausmultiplizieren einfacher (A. Gertsch).
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6. Leiten wir direkt mit der Produktregel ab, so erhalten wir:
fl(x) = (x) - v(x) +ulz) o' (z) = (4o — 3)(z? — 4z) 4+ (22 — 3z + 1)(2z — 4)
= 42® — 162% — 32% + 122 + 42® — 827 — 627 + 122 + 20 — 4 = 82 — 332 + 262 — 4
Andererseits ergibt sich durch sofortiges Ausmultiplizieren von f(z):
f(z) =221 — 823 — 323 + 1202 + 2% — 4o = 22" — 112° + 132 — 4z
=  f(x) = 8z% — 3323 + 262+ 4
Nach wie vor finde ich das Ausmultiplizieren vor dem Ableiten die einfachere Variante (A. Gertsch).

7. Fiir die Ableitungen erhalten wir:

,()_5(ac+1)—5:r3-1_ 5 b,()_2(1+3x)—2x-3_ 2
CEETTe I T @) VT T T W32 1+ 322
oy —l-(@4+2)-(1-2)-1 -3
¢l@)= (@ +2)2 CEPE
; y_cosw-(2x—1)—sinz-2 (20 —1)cosz —2sinx
d(@) = (22 — 1)2 - (22 — 1)2
oy li@=1)—(z4+1)-1 -2 by 2z(8—ax)—a?- (=1)  x(16 —x)
WETemyr . ey YT e T e
/ _%_\/E'l_ng/_;x_ 2—x
A Py R P AN NI PR
-2z 1-2 , —2) 22— (1—2x)-2 2(x —1
h(x):xx?’x _ x2x N h(x):( ) x ;4 x) T (xxg)
y _3x2-3$—x3-3m-ln3_w2(3—xlnx) y _%-xQ—lnx-Zx_l—anx
i'(z) = EBE = 37 j'(@) = ! T3
iy € -br—e-5  ef(x—1)
o) =—"%a = 5
i) — (42 — 62)(2? — 32) — (¢ — 322 +2)(2v —3)  22° —92? + 92? — 4z + 6
(z) = (22 — 32)2 N (22 — 3z)2

8. Mit der Quotientenregel ergibt sich:

. / . . .
,  [sinz cosz-cosT —sinx - (—sinx)  cos’x +sin’z 1
[tan x| =

cos x cos2 x cos? cos? x
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9. Mit der Kettenregel ergibt sich:

d(x) = 3(2x +3)*-2 = 6(2x + 3)*

—2
/ _ 3 _ 3 U _ —2 _
d(z) =4z +2)° - 1=4(x+2) d(z)=(-1)-2zx+3)"*-2 G 1 3)
—9r -2
2 -2 2
¢(x) =(=1)-(z°—2)7" -2z = m flx) = (=1)-(2z - 1) 2= (27 — 1)
15 3 -3
"(#)=3-(=1)-(2=5z) - (=5) = —— Wz)==-(=2)-(z—1)3-1=
J(@) =3 ()@ =50) (B = o W@ =5 () @)=
: _ —4x , —18(322 + 2)
! =(-2)- 2 1 3 = / -~ @@ 7
(@)= (2)- @+ 1) 20 = /@) = g
K'(x) = cos (wg) - 322 I'(z) = —3cos’x - sinx
m/(z) = —sin (2* — 1) - 22 n'(z) = cos(cosz) - (—sin )
1 sin 1 3
/ = — . (—si = / = . 6 =
o) cos? (—sine) cos? p(@) 262 — 1 Véxr — 1
() = . cosz = —o2 r(z) = _ 14z = e
4 2+/sin x 2¢/sinzx 2722 — 3 VTr? -3
1 V5 1 5 -1
s'(z) = .5 = Hx)=—=-(32)"2.-3= ———
( ) 2\/5—5C 2\/5 ( ) 2 ( ) 2xx/3_:6
10. Weiter folgt mit der Kettenregel:
d(z) = e 4 =4e* V(z)=e ™ - —20 = —2xe " d(z) = L 2r = —
x2 x
1 Ve? 1 1 1 ve
d(z) = Lot = V© ¢(z) = Lo fla)y=e®. = =2
2V/e® 2 2vlnx T 2zVInzx 2yx 2z
1 1 1 1 1
/ - - - = h/ :373:13._3:_9731' -/ — LT —
g(@) NN x (z) = 3¢ (=3) ° 7o) e m2 ¢ " 2
A ng L -1 —ex 1 -2 -2
/ = / — ez « — = / = — e
J (CC) - T k (x) =€ x2 x2 ! (CC) $L2 .%'3 T
11. Fir die Ableitungen der mehrfach verschachtelten Funktionen ergibt sich:
1 2 2 1 Ved?
a/(l‘) = - COS (1/,2) . 21/‘ = M b/(ﬂj) = — 6333 . 3 — 3 €
sin(z?) sin(z2) 2/ e37 2
-1 3 5 —3x%cos(x?) 2?2 2
d(z) = 2 (%) -cos (z°) - 3% = W d(z) =2z e " sin (e )
1 1 1 2 1
e(x) = : .= () =™ % . 2tana - ———
) cos? (\/ﬁ) 2VInz = @) cos? x

12. Wir erhalten:

1 1
dz)=1-lnz+z-—=lhzr+1 V(z)=2z -lnz+2? = =z2mnz+1)
x x
2 1 1 Inz+2
/ — d/ :—1 R
¢(z) x (z) 2\/x net Ve x 2\/x
Lg—lnz-1 1-Iz 0-lnz—1-1 -1
/ _x — / — r _
elz) = x? x? /@) (Inx)? z(lnx)?
J(x) = 1-lnx—x-% :lnx—l W () = 2x-lnx—x2-% _z(2lnz —1)
(Inx)? (Inx)? (Inx)? (Inx)?
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13. Fiir diese Ableitungen ergibt sich:

a'(z) =e” Viz)=2+¢€"
dx)y=1-¢"+z-e"=(1+x)e" d(x) =2z + 22 ¥ =x(2+ )"
¢(z) = ev ﬂ:x—Qe“” 1 _ egﬁ(a;a— 1) () = ev ﬂ:Q;lex 2z _ e“”(a;g— 2)
o) = e = g e = IR - G
o)== o) = e =

Ka) = 22 <_> <22y F@) =1 ¢ + (@ + e = (a+2)e”

14. Fiir die Ableitungen der kombinierten Funktionen erhalten wir:

d(z) =cosz-e 2 +sinx-e 2. (=2) =e 2. (cosz — 2sinx)

1
V(z)=e*ne. <lnx+x-—> =" (Ing 4 1)
x

d(z) =2"-1n2-cos (z°) — 2% - sin (z°) - 22 = 2" - <ln2 -cos (2%) — 2xsin (m2)>

lnx—i—m-%) ~cost —xlnz - (—sinz) (Inz+1)-cosz+zlnx-sinx

d(x) = (

cos? x cos?

1 1
d(z) = e 322 Inate = =" (3:{3211&:6—{— —)
x

X
: .2 1 4z sin z-cos x—sin? x . .
f,(x)_2smx-cosx-\/3_c—sm T om NG _ Adzsinz - cosz —sinz
x x 2x\/x

15. (a) Mit Produkt- und Kettenregel ergibt sich fiir die drei Ableitungen:

1 1 ! 1 -1
! 3\/ 3 2 3

= . + 3. — 322 43— .9
Fi@) (m) 2 +1 . (azz—l—l) v 241 v (22 +1)2 .

322 2t _ 3t + 322 — 224 _ xt + 322

T2241 (22412 (a2+1)? (22 +1)2

1
g (x) = (sinz) - = +sinz - =

x

/ . .
1 cosxr sinx xcosx —sinzx
T x2 2

x

1 1Y 1 1 1 zhae—z+2
14 =(z—2). . — - =) =1 — —(z—-2) — = ==
@) =(-2) Inz -2 (lnx) Inx (z-2) (Inz)? =z z(lnx)?

(b) Allgemein erhalten wir aus der Kombination von Produkt- und Kettenregel:

_u@) oy L
/= v(x) (=) v(z)
u'(z)v(z) — u(z)v'(2)
v¥(z)

Das ist genau die Quotientenregel!
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