155c: Priifung Differentialrechnung | — Lésungen

1. Die Ableitungen lauten: (0.540.5+1.54+0.5P)

3.

f@=2 = fa=-3 g(x) =155 = ¢(z) =0

hz) =22z =222 = HK(z)=2-
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Es sieht nach einer kubischen Funktion aus. Daher setzen wir an: (1P)
fx)=ar> + b2 +cx+d = fl(z)=3ax*+2bx+c = f'(x)=6ax+2b

Aus dem angegeben Tief- und Wendepunkt erhalten wir vier Gleichungen: (2 P)

F(0) =3 d=—3 @
f(0)=0 N c=0 @
f(=2)=1 —8a+4b—2c+d=1|®
f'(=2)=0 —12a+2b =0 @
Dac=0und d= —g bereits bekannt sind, kdnnen wir diese Werte direkt in ® und @ einsetzen und

erhalten ein 2x2-Gleichungssystem fiir a und b bestimmen: (1.5P)

—8a+4b— 32 =1 —8a +4b = §
—12a+2b =0 240 —4b =0
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= —12-6+26:0 & 2420=0 & 260=2 & bH=1

Somit erhalten wir insgesamt: (0.5 P)
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(a) Zunichst leiten wir f(x) zweimal ab, faktorisieren jeweils und bestimmen daraus die speziellen
Stellen der Funktion: (2.5P)

1 1 1
f(x)—ﬁx‘l—gx?’zﬁx?’(x—él) = NS: 2=0,4
1 1
f’(x):§x3—x2:§x2(x—3) = HS: z=0,3

flla)y=2>-22=2(x-2) = WS: =02

Offensichtlich ist x = 0 gleichzeitig eine NS, eine HS und eine WS. Im Koordinatenursprung
befindet sich also ein Sattelpunkt. (0.5P)

Wegen % z* kommt der G/ links von oben und geht rechts auch wieder nach oben. (0.5P)

Die Qualitat der anderen Horizontalstelle folgt durch das Einsetzen von z = 3 in die zweite
Ableitung: (0.5P)

f"(3)=3*-2-3=9-6>0 = Tiefpunkt!



Bestimmen wir noch die y-Koordinaten der anderen Horizontal- und Wendepunkte: (1 P)
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2 —2 =22 T(3,-2.2
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2)="_2 = - = = W|(3-=

I@=15-3 3 3 3 ( 3)

Damit ist die Kurvendiskussion abgeschlossen und wir skizzieren den Gs: (1P)
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T(S, L 4)

(b) Es geht um die Wendetangente durch W (2, —%). Deren Steigung ergibt sich aus der 1. Ableitung:

(1P)
1 8 8§ —12 4
=f(2)==-2-2P2=- —4=—"""= _
m=1=3 3 3 3
Daraus folgt fiir die Tangentenfunktion direkt: (1 P)
4 4 4 8§ 4 4 4
= - = (r—2)— - =_—_ S_Z__Z =
o) = mle — o) +yw = —5(0 =2 — 3=~z +3 -3 =—30+3

Somit erhalten wir fiir die gesuchte Nullstelle dieser Tangentenfunktion: (1 P)
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4. Mit der ersten NS lasst sich eine erste Faktorisierung des Polynoms vornehmen: (1.5 P)
f(@) =22 = 52> — 11w — 4 = (z + 1) (22 — 7w — 4)
Die weiteren NS ergeben sich beispielsweise durch einen Zweiklammeransatz: (1 P)

21’2—71’—4:(21’—1—1)(1’—4):2(;1:—1—%) (z —4)

Damit lauten die drei Nullstellen: x = —1, 2 = —%,:c =4. (0.5P)




5. Fiir die grafischen Ableitungen ergibt sich: (3P)




6. Die explizite Form der Wendetangente lautet: (0.5 P)
dr+y=10 & tz)=y=—-4x+10

Damit hat der Gy im Wendepunkt die Steigung —4. Ausserdem lautet die y-Koordinate des Wende-
punktes: (0.5P)
t(2)=-4-24+10=2

Somit haben wir drei Bedingungen fiir das gesuchte Polynom f(z) entdeckt: (1P)

1(2)=2
F(2) = —4
1"(2) =0

Da der Gy symmetrisch zur y-Achse sein soll, kommen nur gerade Potenzen in Frage. Damit lautet
der Funktionsansatz (3 Parameter zur Erfiillung von 3 Gleichungen): (1P)

f@)=az* +b® +¢ = fl(z)=4az®+2bx = ['(z)=12a2 +2b

Nun verwenden wir das Gleichungssystem zur Bestimmung der Funktionsparameter: (2 P)

f(2)=2 16a +4b+c =2 16a+4b+c=2|®

F@2)=-4| = | 32+4=-4]| & 8a+b=-1 |®@

£7(2) =0 48a. 4+ 2b =10 Ua+b=0 |®
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®—-@: 16a=1 <& = —
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1 3 3
in ® 16+ 0 < 2+ 0 < 5

1 _
in @: 16-E+4-73+c:2 &S 1—-6+4+c¢c=2 & ¢=7

1 3
= f(x):1—6x4—§x2+7




