Ubungen zur Akustik — Lésungen Serie 7

1. Mathematische Ubungen zu den Additionstheoremen

(a) Fiir die exakten Werte erhalten wir:

sin 15° = sin(45° — 30°) = sin 45° cos 30° — cos 45° sin 30° =

1
cos 15° = sin(45° — 30°) = cos 45° cos 30° + sin 45° sin 30° = '3 +

(b) Bei der ersten Identitat kann man ganz direkt das Additionstheorem fiir den Cosinus verwenden:
cos(180° — ) = cos 180° - cos @ + sin 180° - sinav = —1 - cosa + 0 - cosa = — cos «
Bei der zweiten Identitdt kdnnen wir einfach beide Seiten entsprechend umformen:

2 2 2
sin(45° 4+ o) = sin45° cos o + cos 45° sin v = 5 cosa + \/7— sina = % (cos o + sin o)

V2

sin(135° — a) = sin 135° cos a — cos 135 sina = —-coso— | ——- sma:T(cosa—i—sma)

Bei der dritten Identitat ergibt sich wieder ganz direkt:

sin(90° — ) = sin90° - cos v — cos 90° - sinav =1 - cosa — 0 - sina = cos «

(c) Zusatzaufgabe: Betrachten wir zuerst die Sinusfunktion. Mit dem Additionstheorem, mit der Dop-

pelwinkelformel und mit cos? a = 1 — sin? a folgt:
sin(3a) = sin(a 4 2a) = sin « cos(2a) + cos asin(2«)

= sina - (cos? a — sin® a) + cos a - 2sin a cos

= sina cos® a — sin® a + 2sin o cos® o

= 3sinacos® a — sin® a = 3sina(l — sin a) — sin® «
I, a3 3 — 2 3
=3sina — 3sin® o —sin® o = 3sina — 4sin° a

Auf dhnliche Weise finden wir fiir cos(3a):
cos(3a) = cos(a + 2a) = cos a cos(2ar) — sin arsin(2«)

=cosa - (008204 — sin® a) —sina - 2sin a cos a

3 2

= cos® @ — cos asin® a — 2 sin? av cos a

= cos® a — 3sin® avcos v = cos® a — 3(1 — cos® ) cos a

:cos3a—3cosa+3cos3a:4cos3a—3cosa

(d) Zusatzaufgabe: Wir starten mit tan(2a)) und formen kontinuierlich um:

M . 1 .
tan(2a) = sin(2«) _ 2sin a cos o @ _ 2. sina _ 9 tan o
COS(2Q) cos2a —sin2a —L— 1— sin® o m

cos? o



2. Grundsatzliches zur Schwebung — eine Rekapitulation von Kapitel 7

(a)

Die Einzeltone haben praktisch dieselbe Tonhohe. Um zwischen beispielsweise 440 Hz und 443 Hz
einen Unterschied zu bemerken, muss ich iiber ein extrem gescharftes Gehor verfiigen.

Auch die Summe der beiden Sinustdne scheint dieselbe Tonhdhe aufzuweisen. Nun verdndert sich aber
andauernd die Lautstarke des Tons. Das ist das Schwebungsphinomen. Es ergibt sich ein Wah-Wah-
Effekt, der umso langsamer ablduft, je ndher die beiden urspriinglichen Téne beieinander liegen.

Vorbemerkung: Man muss zwischen der real “gehérten” Schwebungsfrequenz fs und der mathemati-
schen Schwebungsfrequenz fgy,, unterscheiden. In Texten ist mit dem Ausdruck Schwebungsfrequenz
fs jeweils die effektiv gehdrte Frequenz des lauter und leiser Werdens gemeint. Der Aufgabentext
benennt diese gehdrte Schwebungsfrequenz mit 3.0 Hz. Dreimal pro Sekunde wird der Ton laut und
wieder leise.

Die mathematische Schwebungsfrequenz fgy, ist die Frequenz in der Sinus- oder Cosinusfunktion
der Envelopenfunktion A(t), deren Graph die schnelle Sinusschwingung einhiillt. Die Periode dieser
Envelopenfunktion, also die mathematische Schwebungsperiode Tgyy, enthdlt einen Wellenberg und
ein Wellental. Das bedeutet, innerhalb einer solchen Periode wird es tatsiachlich zweimal laut und
zweimal leise.

Somit ist die geh6rte Schwebungsfrequenz fs doppelt so gross wie die Frequenz fg,, der
Envelopenfunktion A(t).

Schauen wir uns das auch noch im rechnerischen Formalismus an, der im Abschnitt 7.1 des Skripts
beschrieben wird.

Zunichst definieren wir die mittlere Frequenz f und den Frequenzunterschied A f aufgrund der Fre-
quenzen f und fy der beiden Einzeltone:

fi+ fa
2

Mittlere Frequenz: f = und Frequenzunterschied: Af = fo — f1

Damit lassen sich die Frequenzen der beiden Einzelténe neu schreiben in der Form:

f1=7—% und f2=f+%

Aus jedem einzelnen Frequenzausdruck (fi, f2, f und Af) kann durch Multiplikation mit 27 eine
entsprechende Kreisfrequenz w gewonnen werden (w = 27 f). Folglich gilt auch:

w1 + wo Aw Aw

und Aw = wy — wy sowie wlzw—T und wo =+ —

(I}:

Mit diesen Ausdriicken fiir wy und wo kdnnen die Sinusfunktionen p () und p2(t) der beiden Einzeltone
mittels Additionstheoreme zerlegt und neu zusammengefasst werden (vgl. S. 24 im Skript).

Das Resultat ist eine Sinusfunktion mit Kreisfrequenz @ resp. Frequenz f (gross!), deren Amplitu-
de A(t) sich sinus- resp. cosinusartig verdndert. Diese Envelopenfunktion A(t) funktioniert mit der
w

langsamen Kreisfrequenz wg,y = AT resp. Frequenz fr,, = %.

Wie wir uns oben iiberlegt haben, ist die Frequenz der Envelope A(t) aber nur halb so schnell wie die
effektiv gehorte Schwebungsfrequenz. Damit wird diese gehdrte Schwebungsfrequenz fg zu:
Af

Gehorte Schwebungsfrequenz: fs=2 - fEnv=2- 5 = Af

Die gehérte Schwebungsfrequenz fg entspricht genau dem Frequenzunterschied A f.

Damit beantworten wir endlich die eigentliche Frage: Die andere Einzeltonfrequenz muss 3.0 Hz ober-
halb oder unterhalb von f; = 440 Hz liegen, also entweder fo = 443 Hz oder fo = 437 Hz betragen.




(c) Interferenzphanomene lassen sich iiberall dort beobachten, wo wir es mit Wellen zu tun haben. Das
Wort Interferenz steht fiir Uberlagerung oder Uberschneidung. Mehrere Welle iiberlagern sich also.
Die zugehdrigen Wellenfunktionen werden aufsummiert. Man nennt dies eine Superposition.

Bei der Aufsummierung mehrerer Wellenfunktionen entstehen in der Regel neue Wellenfunktionen mit

fiir die Uberlagerung charakteristischen Intensititsmaxima und -minima. Genau diese Beobachtung
ist die Interferenz.

Die Schwebung ist ein gutes Beispiel hierfiir: Die Zeitpunkte mit grosser Lautstirke sind Intensitits-
maxima, diejenigen mit verschwindender Lautstarke Intensitatsminima.

Diese Maxima und Minima lassen sich gut verstehen. Z.B. entsteht ein Intensitdtsminimum bei der
Uberlagerung zweier Wellen dadurch, dass ein Wellenberg der einen Welle mit einem Wellental der
anderen Welle zusammenfallt und die beiden sich gegenseitig aufheben. Dies nennt man eine destruk-
tive Interferenz. Umgekehrt spricht man von einer konstruktiven Interferenz, wenn Wellenberge
und Wellentaler beider Wellen jeweils zusammenfallen und sich echt aufaddieren.

(d) Hier das entsprechende Schalldruckmuster:

Schwebungsperiode
£51

(e) Mit den Frequenzwerten f; = 440Hz und fo = 443 Hz erhalten wir fiir die Kreisfrequenzen:

.f1+f2
2

- 1
w=2nf=2m :7T(f1—|—f2):8837rg

1
Aw =21Af =2n(fa — f1) :27T-3HZ:67Tg

Damit notieren wir gemass dem Resultat unten auf Seite 24 im Skript:

A 1 1
p(t) = 2A - cos <7w t> ~sin (wt) = 2cos (37T S -t) sin (883 S -t)

= A(t)



